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VOORWOORD 


Dit dictaat bevat de leerstof van het college Mechanica dat wordt 
gegeven aan studenten in de Wiskunde, Natuurkunde en Sterrenkunde in de 
zogenaamde hoofdstroom van het eerste studiejaar in het kader van de basis- 
opleiding nieuwe stijl, voor het eerst in de cursus 1970/71. De essentiële 
KO onderdelen van deze stof zijn beknopt uitgewerkt waarbij veelvuldig naar 
de literatuur wordt verwezen. Slechts in enkele gevallen zijn toepassingen 
behandeld. | 


kl 


De inhoud van het dictaat is baie dat tijdens het college slechts 
zo nu en dan een aantekening hoeft te worden gemaakt. 
De leerboeken die bij dit dictaat worden aanbevolen, zijn: 
|. Alonso & Finn, Fundamentele Natuurkunde. 1. Mechanica (Agon Elsevier, 
Amsterdam 1971), | 
2. Stephenson, Mechanics and Properties of Matter, 3rd ed. (J. Wiley & 
Sons, New York 1969). | 
3, Kittel, Knight and Rudermann, Mechanics, Berkeley Physics Course I 
(MacGraw-Hill, New York 1969), Meestal aangeduid als Berkeley 1. 
4. Feynman, Leighton and Sands, The Feynman Lectures on Physics I 
(Addison-Wesley, Reading, Mass. 1963). 
| | de Borghouts, Inleiding in de Mechanica, 2e uitg. Delftsche Uitg. Mij., 
Delft 1966). | 
6. Sears, Mechanics, Wave Motion and Heat (Addison-Wesley, World Student 


3 Series Edition, Reading, Mass. 1965). 


In dit dictaat wordt veelvuldig verwezen naar de eerste vier boeken 

en wel respectievelijk met de letters: AF, S, B, F, gevolgd door nummers 
van hoofdstukken en eventueel paragrafen en bladzijden. 
E | | Het college wordt ondersteund door een werkcollege. Hoewel op dit | 
werkcollege geen principieel nieuwe onderwerpen aan de orde worden ge- 
steld, wordt actieve deelname sterk aangeraden. Pas door het zelfstandig 
oplossen van vraagstukken en concrete fysische problemen leert men de 


theorie werkelijk begrijpen en de stof beheersen. 


| Utrecht, september 1972 
Ì Dr. H. Nauta. 
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he 
INLEIDING 


IA. Doel, Aard en Plaats van de Mechanica in de Natuurbeschrijving 


Het doel van de mechanica is het geven van een beschrijving c.q. 
verklaring van de beweging van objecten onder invloed van krachten, 


Hierbij is de herkomst der krachten (zoals bijv. gravitatie-, 


_Coulomb-, Lorentz-, kernkracht) niet terzake maar er wordt alleen gelet 


op het verband tussen krachten, plaats, tijd, snelheid, enz. De mecha- 
nica is zodoende een basisvak waarop in andere gebieden van de fysica 
wordt voortgebouwd. Als voorbeeld kan men denken aan de beweging van ” 


geladen deeltjes onder invloed van krachten die ze ondervinden in elek- 


trische of magnetische velden. De mechanica wordt meer dan enig ander 


gebied der fysica gekenmerkt door een grote mate van aanschouwelijkheid 
en doorzichtigheid van begrippen en appelleert sterk aan onze ervaringen 
in het dagelijks leven. Het is hierdoor begrijpelijk dat juist deze tak 
van de fysica historisch gezien het eerst tot ontwikkeling kwam. 
Een ander kenmerk van de mechanica is de sterk axiomatische opbouw. 
Uitgaande van een klein aantal stellingen, namelijk de wetten van 
Newton, worden langs deductieve weg verscheidene andere stellingen af= 
geleid. Daardoor staat de mechanica qua opbouw dicht bij de wiskunde — 
waarop de mechanica in het verleden een stimulerende invloed heeft ge- 
had, bijvoorbeeld bij de ontwikkeling van de infinitesimaalrekening. 
Klassieke mechanica heeft in het verleden door de grote successen 
o.a, bij de beschrijving van de beweging der hemellichamen de illusie 
gewekt een universele wetenschap te zijn. Zo heeft bijvoorbeeld Maxwell, 
de grondlegger van de leer van net elektromagnetisme, nog getracht de 
elektromagnetische verschijnselen en daarmee dus ook de optica af te 
leiden te. meehantsehe eigenschappen van de "ether!, Daarbij baseerde 
hij zich op het oude ideaal van de Griekse wijsgeer Demokritos om 
alle verschijnselen in de natuur langs mechanische weg te verklaren, 
in het bijzonder door de vorm en beweging van kleine, ondeelbare 


deeltjes (atomos). Deze illusie leidde zelfs tot het zogenaamde 


"Mechanicisme'', dat ook de verschijnselen van leven en geest geheel tot 


mechanische, dus gedetermineerde processen trachtte te herleiden. 
In de twintigste eeuw is de beperkte geldigheid van de klassieke 


mechanica aan het licht gekomen. In de relativiteitstheorie is de 





snelheid der deeltjes gering is ten opzichte van de lichtsnelheid en de 


Í 72 
f voorstelling van absolute ruimte en absolute tijd verloren gegaan en B 
É bleek de klassieke mechanica slechts een benadering te zijn voor het | KE 
8 geval dat de snelheid klein is ten opzichte van de lichtsnelheid. EE EE 
Í Voorts bleek dat massa in energie kan worden omgezet en omgekeerd. Â 
Í In de quantummechanica (golfmechanica) komt de "causaliteit", althans À 
3 de strikte voorspelbaarheid der verschijnselen, in het geding. Omtrent B 
Á de strikt gedetermineerde grootheden van de klassieke mechanica zoals 4 
Í plaats, impuls, energie, worden in de quantummechanica waarschijnlijk- î 
Ô heidsuitspraken gedaan. Aan deeltjes die in de klassieke mechanica als ô 
E puntmassa kunnen worden beschouwd, wordt in de quantummechanica golf”, 

karakter en daarmee uitgebreidheid toegekend. De quantummechanica 

heeft grote successen geboekt in de molecuul-, de atoom= en de kern- 

fysica en is van essentiële waarde gebleken in de beschrijving van 
verschillende soorten chemische binding. | | 

Í Als de relativistische- en quantum-mechanica samen allesomvattend 

| _ zijn, rijst de vraag welk nut de bestudering van de klassieke mechanica 

voor ons dan nog heeft, Hier kan worden opgemerkt dat de klassieke / 
à mechanica een zeer goede beschrijving van de werkelijkheid geeft als de | 


8 _ grootte der deeltjes van macroscopische orde. Door de beperking in de 


precisie van meetinstrumenten heeft het toch geen zin de theoretische 


berekeningen tot de uiterste nauwkeurigheid uit te voeren. 

| De klassieke mechanica is voorts een goede inleiding tot de 
relativiteitstheorie en de quantummechanica, waarbij de sterke analo- 
gieën tussen de gebieden een belangrijk hulpmiddel vormen om de quant um 
Î mechanica en de relativiteitstheorie beter te doorgronden. 

Á 








pn 
Le Indeling van de Mechanica 


De behandeling van de mechanica begint met de bestudering van 
mechanische gedragingen van het puntvormige lichaam of deeltje, ook 
wel aangeduid als puntmassa. Dit is een lichaam waarvan de afmetingen 
nul gesteld worden. In Hoofdstuk Il wordt de mechanica van puntmassa's 
behandeld: eerst het onderdeel kinematica dat de leer van de bewegin- 
gen omvat zonder de oorzaken van die bewegingen erbij te betrekken, 
dan de dynamica, waar de bewegingen bestudeerd worden in verband met 
de oorzaken ervan. De statica wordt als bijzonder geval van de 
dynamica beschouwd. 

Mechanica is echter, als onderdeel van de fysica, een wetenschap 
van werkelijk bestaande materie en Één van âë kenmerken van materie 
is juist de uitgebreidheid, het bezitten van afmetingen. Toch kan de 
beweging van een uitgebreid lichaam vaak beschreven worden door 
slechts de beweging van één punt ervan te beschrijven. Als men wil 
uitrekenen hoeveel tijd een auto, die met een constante snelheid van 
7O km per uur rijdt, nodig heeft om een afstand van 100 km af te leg- 
gen, kan de auto zonder bezwaar als puntvormig lichaam worden opgevat. 
Trouwens in de dynamica blijkt dat bij de beweging van werkelijke 
lichamen een bepaald punt, het zogenaamde zwaartepunt, een bijzondere 
rol speelt. Dit punt blijkt zich inderdaad te gedragen als een lichaam 
zonder afmetingen, echter wel met de overige kenmerken van de materie, 
zoals het bezitten van massa. 

De mechanische gedragingen van lichamen, waarvan de afmetingen 
een rol spelen, kunnen worden achterhaald door het lichaam in een zeer 
groot aantal kleine delen, elk van verwaarloosbare afmetingen, ver= 
deeld te denken. In Hoofdstuk III wordt de overgang van één puntmassa 
naar een systeem van puntmassa's gemaakt terwijl in Hoofdstuk IV een 
deel van de mechanica van zogenaamde continue media wordt behandeld. 

In de puntmechanica worden de bewegingen der afzonderlijke punt= 
massa's beschreven door uit te gaan van de krachten en de beginvoor= 
waarden, Voor twee puntmassa's in onderlinge wisselwerking is het 
zonder meer mogelijke de bewegingen volledig te beschrijven: de Kepler- 
beweging. Voor drie puntmassa's is de afleiding der bewegingen mathe- 
matisch veel ingewikkelder. Voor continue lichamen die bestaan uit zeer 


grote aantallen moleculen en atomen (bijv. een stuk metaal of een volume 


. 


vloeistof) is deze methode onuitvoerbaar, 

In de continuummechanica wordt deze moeù ijkheid ondervangen 
door het continue lichaam niet te beschouwen als een systeem afzon- 
derlijke massapunten met (onbekende) wisselwerkingskrachten, maar 
als een continu samenhangend geheel van volume-element jes AV waar- 
over een massa Am = p (x,y,z) AV is uitgesmeerd. De functie p(x,y,z) 
is de plaatsafhankeli jke dichtheid die de continu gedachte massaver- 
deling van het lichaam beschrijft. De informatie die verloren is ge- , 
gaan doordat nu de wisselwerkingskrachten buiten beschouwing gelaten 
worden, wordt gecompenseerd doordat gebruik gemaakt wordt van empiri- 
sche wetten, die het macroscopisch gedrag van het continue lichaam 
beschrijven (bijv. de wet van Hooke bij elastische deformatie, de wet 
van Poiseuille bij visceuze vloeistofstroming, de gaswet van Boyle). 


Ditzelfde probleem wordt op andere wijze benaderd in de statis- 


tische mechanica waar geen gebruik gemaakt wordt van macroscopische, 


empirisch gevonden wetten, maar waar juist door een microscopische 
beschouwing (uitgaande van puntmassa's) getracht wordt deze wetten te 
verklaren. Hierbij worden statistische methodes gebruikt om gemid- 
delde waarden van de dynamische grootheden te berekenen zonder dat 
men geïnteresseerd is in het gedrag van de puntmassa's afzonderlijk. 
Deze methode wordt bijvoorbeeld gebruikt om de wetten der warmteleer 
te verklaren. Bij de behandeling van de continuumrmechanica wordt nu 


de volgende indeling gemaakt : 


1, _ Mechanica van starre continua, dat zijn lichamen die onder invloed 
van krachten verwaarloosbaar kleine vormveranderingen ondergaan. 

2, Mechanica van elastische continua (elasticiteitsleer) die van vorm 
veranderen als er een kracht op werkt, de nieuwe vorm slechts be- 
houden zolang die kracht werkt, en bij wegvallen van de kracht hun 
oorspronkelijke vorm weer aannemen. 

3. Mechanica van fluîde continua (dat zijn stromende media zoals gas- 
sen en vloeistoffen: aerodynamica, hydrodynamica) die van vorm ver- 
anderen zolang er een kracht op werkt en bij wegvallen van die 


kracht hun oorspronkelijke vorm niet weer aannemen. 


sô 


In Hoofdstuk IV wordt alleen de mechanica van starre continua 
behandeld. De mechanica van elastische- en stromende continua komt 
in het college "Continue Media" in het tweede jaar (nevenstroom) 
aan de orde. | | OO 

Speciale aandacht wordt voorts besteed aan het centrale 


krachtveld volgens de —p-vet: 


de wet van Coulomb en de gravitatiewet van Newton die in Hoofdstuk V 
samen worden behandeld. In Hoofdstuk VI worden de implicaties van de 


gravitatiewet (wetten van Kepler) beschreven. 





I.C. Dimensies en Eenheden 


De waarneming van een fysisch verschijnsel is onvolledig als het 
niet resulteert in een kwantitatieve informatie. Om een dergelijke in- 
formatie te verkrijgen, moeten één of meer fysische grootheden worden 
gemeten. Als zulke grootheden rechtstreeks met elkaar kunnen worden 
vergeleken, worden ze getypeerd als van dezelfde dimensie te zijn en 
aangegeven met [ ie Zo is bijvoorbeeld de hoogte van een bepaalde to= 
ren een bepaald aantal malen de lengte van een bepaald stuk touw. | 
Voor een groep grootheden met dezelfde dimensie kan een eenheid e j 
gekozen worden. De verhouding van grootheid tot eenheid is de getalvaarde, 
Voorbeeld: de periode T van een trilling wordt uitgedrukt als een 


getal T maal de eenheid van tijd e de seconde, 


Fysische grootheden van een EN: dimensie kunnen worden gecombi- 
neerd tot grootheden van andere dimensie. Zo wordt de dimensie van 
snelheid [v] bepaald door Balk n waarbij 1 de dimensie van lengte 
en t die van tijd is. Met behulp van dimensies kunnen eenheden in 
elkaar worden uitgedrukt. 


e 


Bijvoorbeeld e, en : de eenheid van lengte gedeeld door de eenheid 
t 


van tijd geeft de eenheid van snelheid: deze eenheden zijn dan zoge- 
naamd coherent. Door uit te gaan van enige gronddimensies kan de di- 
mensie van fysische grootheden worden weergegeven door het produkt of 
quot iënt van deze gronddimensies. De eenheden van grootheden met een 
gronddimensie kunnen vrij worden gekozen: dat zijn de zogenaamde 
grondeenheden. Coherente eenheden van alle andere grootheden volgen 
hieruit op dezelfde wijze als hun dimensies uit de gronddimensies. 
Zodoende verkrijgt men een coherent eenhedenstelsel. De grondeenhe- 
den van de mechanica zijn: de meter (m) als eenheid van lengte, 

de kilogram (kg) als eenheid van massa en de seconde (s) als eenheid 
van tijd. Volgens de bewegingswet van Newton F = m.a, is de (coherente) 
eenheid van kracht in dit stelsel dan die kracht die aan een massa van 
1 kg een versnelling van 1 ms ? geeft: deze krachteenheid is de Newton 
en dit stelsel is het MKS-stelsel. Samen met de eenheid van stroom- 
sterkte, de Ampêre, is dit het Giorgi stelsel van eenheden. 

Dit stelsel verdient tegenwoordig de voorkeur boven het cgs=-stelsel 


waar de basiseenheden zijn: centimeter, gram en seconde en de 





dels 


_Ì O- 


eenheid van kracht de dyne is. 1 N= 10° dyne. Beide eenhedenstel- 


sels, Giorgi en cgs worden in de fysica veel gehanteerd. 


Scalairen en Vectoren Lit.: S 1, 7; AF 1; F 115 B 2, 


Sommige fysische grootheden zijn volledig bepaald als hun groot- 


te in een geschikt gekozen eenheid is uitgedrukt. Zulke grootheden 


worden scalairen genoemd, Voorbeelden hiervan zijn: massa, volume, 
elektrische lading, temperatuur, arbeid, potentiaal, enz. Andere fy- 
sische grootheden zijn pas volledig bepaald als behalve hun grootte 
ook een richting wordt aangegeven. Voorbeelden van zulke grootheden, 
die vectoren worden genoemd, zijn verplaatsing, snelheid, versnelling, 
kracht, elektrische veldsterkte, enz. De wetten die voor deze vecto= 
riële grootheden gelden, worden bij voorkeur in vectornotatie gefor- 
muleerd. Het grote voordeel hiervan is dat deze formulering beknopt 

en doorzichtig is en onafhankelijk van de keuze van het coördinaten- 
systeem. Voor de oplossing van veel problemen is het wel nodig om 

met componenten van de vectoren in een bepaald coördinatensysteem te 
werken. Er zijn ook fysische wetten waarbij de vectorformulering door 
het gecompliceerde verband tussen de richting van verschillende groot- 
heden ontoereikend is. In zulke gevallen dient men bij de formulering 
zog. tensoren te gebruiken die beschouwd kunnen worden als een genera 
lisatie van vectoren. In deze syllabus worden vectoren aangeduid met 
een letter waarboven een pijl Is geplaatst. | 

Zo is v een vector waarvan de grootte (of absolute waarde of modulus) 
wordt aangegeven met Kd of eenvoudig v. 

Een vector is dus een grootheid die zowel grootte als richting 
heeft , volkomen onafhankelijk van de keuze van een coördinatensysteem. 
Men moet evenwel bedenken dat niet alle grootheden die grootte en 
richting hebben noodzakelijk vectoren zijn. Zo is een eindige draai- 
ingshoek (rotatie) een grootheid met grootte en richting, maar geen 
vector; zie Lit.: S 1 p. 10; B2p. 33. 


Vectoralgebra 


Twee vectoren zijn gelijk als ze dezelfde grootte en richting hebben. 


dte nnen nd ts ine lk ia a 


De som van twee vectoren A en Ë 


de parallelogramconstructie. 





ile 


Optelling van vectoren — 


is een vector zoals in de figuur 


is aangegeven: 





[À +B|2 = A2 + B2 + 2AB cos6 


Aftrekking van vectoren gaat volgens de regel k -É= Kk + (-B) (2) 
waarbij de vector -B gelijk van grootte aan, doch tegengesteld 


van richting met B is. 


Vectoroptelling is commutatief, dew.z. Á +B=B4+i (3) 
en associatief, d.w.z. Á + (B+C) = (R+B) + Ô (h) 


Vermenigvuldiging van een vector Á met een getal (scalair) k levert 

een vector op waarvan de richting gelijk is aan die van Á en waarvan 

de grootte is k|Â|, dus [kÉ| = kIË| | (5) 

Als k een scalair is, geldt k(Á+B) = KÁ + KB EE (6) 

d.w.z. vermenigvuldiging van een vector met een scalair is distributief. 
Vectoren worden gebruikt om verplaatsingen in de euclidische 

(vlakke) ruimte te beschrijven. Een fysische grootheid kan door een 

vector worden voorgesteld als hij voldoet aan de volgende voorwaarden. 

1. _ Parallelogramwet en commutativiteit voor de optelling. 

2, Grootte en richting moeten onafhankelijk zijn van de keuze 


van het coördinatensysteem. 


Ontbinding van vectoren in componenten 


Bijvoorbeeld langs de assen van een 
Cartesisch coördinatenstelsel 
> > > > 

=n) + + 
v= iv, JV, kv, (7) 

> Ot > . 

waarblj 1, jJ en k eenheidsvectoren 
zijn in resp. de X-, Y- en Z-richting. 


De componenten hebben de waarde 


ak sing cosd. 
ee sing sing (8) 
Ve = Vv COSO 
De ed 
v V‚ ARA (9) 


De 


Bij de optelling van vectoren kunnen we gebruik maken van de compo- 


nenten Á+B= Îar B) + IlA,* B) + K(A,t B) | (10) 
Differentiëren van een vector Vv _ naar de tijd: 
> > 
> vlt.+ At) — v(t.) | 
dv _ ' 0 ©) | 
ze), mn SM 
t At>0 Rn 


0 
De conventie om ifetetden naar de hae iet een punt aan te geven, 


wordt in deze syllabus gevolgd: 


De 


A ; 8 B ok 
vz T. In het geval van constante eenheidsvectoren (d.w.z. bij niet 


roterende stelsels) is v een vector met als componenten de AREA Se: 
van de dn van Vv. 


5 | | 
v= ie, + 3, + Ki, | (12) 


Vermenigvuldiging van twee vectoren met elkaar 

Zeer belangrijk in de fysica zijn twee verschillende soorten van 

veetorvermenigvuldiging: | | 

1) _Scalair produkt of in(wendig) produkt (Engels: scalar of dot product) 
Definitie: Á,B = 115! cos (13) 
waarbij ò de hoek is tussen de vectoren Á en B. 
Dit produkt is een scalaire grootheid; en Ì hoeven dimensioneel 
geen gelijksoortige grootheden te zijn, bijv. Á kan voor kracht 
staan, Ê voor weg, dan geeft het inprodukt kB de arbeid weer. 
Het scalair produkt heeft, zoals eenvoudig is aan te tonen, de 


volgende eigenschappen: 


Ä.B = B.Á: Commutativiteit | | (1h) 
Kk =A2 (15); OR (16) (15-16) 
p(Á).B = p(Á,B) voor reële waarden van p (17) 

Kk. (B+C) =AB+Á. Ó: Distributiviteit (18). 
Pat + > 

Á.B = (ÌA, + jat KA). (EB, + JB, + KB, ) = AB + A_B + AB, (19) 
daar Ì.Ì=jej=k.k= 1 en Ì.j= jk =k.i =O 

SB) = &: + kB als Á en Ì Eteone us (20) 


vectoren zijn. 
2) Vectorprodukt of uit(wendig) produkt (Engels: vector of cross product) 
Definitie: ÁxB is een vector die loodrecht staat op het vlak door 

K en B en de richting heeft van de voortgaande beweging van een 

. rechtse schroef bij een draaiing die de richting van Á over de 


E N => 
kleinste hoek in die van B overvoert. 








13- 


De absolute waarde is 

ÁxB| = |AIIB| sine (21) 
Uit deze definitie volgen de 
eigenschappen: 

ÁxB| = S, de oppervlakte van het (22) 


parallelogram gevormd door Á en ö; 





DB = - BÀ: Anticonmutativiteit (23) 
Äx-B=-Á® (al) 

Ad = 0 (25) 
Ex(Â+B) = ÖÁ + &B: (26). 
Distributiviteit . 


ÁxpB = p(ÁxB) = pÁxB voor reële (27) 


waarden van en 
(B) =ÄB + ÁxB als Á en B differentieerbare vectoren zijn. (28) 


Het vectorprodukt in componenten uitgeschreven heeft de volgende 


gedaante: Kx = (ÌA + JA + KA) x (ÌB + JB +KkB ) 
xX y vÀ X y 


z 
Nu is volgens de definitie van het vectorprodukt ix = ks 
PK = i; Kd = 5; id = Pd = kxk = 0. _ Dan volgt | 
DE , _ WE: _ > n | 
Á® Î(AB,- AB) - J(A,B,- AB) + É(A,B, AB) (29) 
In determinantvorm geschreven 
> + > 
1 gj k 
ÁB = A A, A, | (29a) 
B B B | 
X y Z 


Het veetorprodukt is in grootte gelijk aan het oppervlak van het 
parallelogram gevormd door de beide vectoren. Dit suggereert dat 
een oppervlak door een vector kan worden gerepresenteerd. Als het 
oppervlak niet vlak is, kan het 
worden verdeeld in een groot 
aantal bijna vlakke oppervlakte- 
elementjes elk voorgesteld door 
een vector. De vector 


8 = 8+ + Ste = ) 5, (30) 


is weliswaar niet de totale opper- 





5 vlakte van het gebogen oppervlak, 


ih 


maar de componenten van $ zijn de projecties van het gebogen opper- 
vlak op de drie (vlakke) coördinaat vlakken. | 





Voor een gesloten oppervlak geldt dat | 
S-=)8 =0 is. | (31) 
A: 
1 
Het gesloten oppervlak kan namelijk weer in kleine vlakjes worden 
verdeeld elk gepresenteerd door de vector 8, naar buiten gericht. 
Door combinaties van twee vlakjes te nemen met tegengesteld 


gerichte component van ce kan het gestelde eenvoudig worden bewezen. 








II. 


II.A, 


II,A, 











1 De 


MECHANICA VAN ÉÉN DEELTJE 


In dit hoofdstuk wordt de mechanica van één deeltje behandeld, 
waarbij een deeltje (ook wel messapunt of puntmassa genoemd) die 
idealisatie is van een werkelijk object waarbij de afmetingen van 


het object wel, maar de massa niet wordt verwaarloosd. 


Kinematica Lit.: S 1; AF 1. 


1. Plaats en beweging 


Gede MDI ED MG GED aen OD ND mn Gn men ot emme te GD Bene mn 


Plaats is een relatief begrip en geeft een ruimtelijk verband aan met 


andere objecten die een referentiesysteem vormen. De plaatsbepaling 


van een deeltje kan geschieden met behulp van een plaatsvector of co= 


ordinaten in een coördinatenstelsel. Veel gebruikte coördinaten zijn: 


1. _ Cartesische coördinaten x, y‚, Z in een stelsel met drie onderling 
Z- an | 


loodrechte assen X, YenZ. Y is de 
plaatsvector (radius vector, voerstraal) 
van het punt P. De Cartesische coördina- 
ten (x,y,z) van het punt P zijn tevens de 


her an 
componenten van r. 


r = Ïx + Jy + Kz (1) 
rz |r| = (x2 + y2 + 22)? (2) 


Als de hoeken tussen r en de assen Ks Ì 
en Z resp. a, B en yY zijn, is 
x = rcosa; y = rcosB; zZz = r cosy; (3) 
de richtingscosinussen van Tr. 
De vectornotatie r van de plaats P is equivalent met de notatie 
(x,y,z). 
2, _Poolcoördinaten. Hierbij worden onderscheiden 
ze | a) Bolcoördinaten (sferische coördinaten) 
Es Oe, Be | 
r = OP; 0 is de hoek die OP mert met 
de Z-as: 0 05 T; d is de hoek die 
— de projectie van OP op het XY-vlak 
maakt met de +X-as: O S d < 2T, 
Dan is Z = rcos0; x = rsin® cosd; 


y = rsin6 sing _(%) 





As 


b) Cylindercoördinaten z, p, $. 


z is de z-coördinaat van P: -e < zZz < ov 


p is de projectie van OP op het XY=vlak 
p 20. ò is de hoek tussen p en de X-as 
0 2 Ò <2, | 

Xx = pcosH; y = Psindi Z = z (5) » 





Beweging van een deeltje is verandering van de plaats van dit deeltje 


met de tijd. Als de plaats van het deeltje wordt aangeduid met de 


plaatsvector r ls de snelheid gedefinieerd als v = r, d.w.z. 
> > > > 
Ve rim AEL ED jin Ee zin dE, Bev (6) 
At0 Ves At0 At>0 


v is de grootte van de snelheid, terwijl 

de richting die is van de eenheidsvector 
é, ie nl sek ae van het deeltje. 
Daar r = IX + Jy + kz is de uitdrukking 

voor de snelheid in componenten 


v= ik + Ei, +Kkä en geldt 


v=lv2tv2ty 2)? 
Xx y z 


(7) 





e e é 
met Xx = v : = V en 2 = V 
x° y y z 


Op analoge wijze is de versnelling a gedefinieerd volgens 


> 


> > 
a == Vv. Dus 1s a = r 


; de waarde van a is a = (a © + a + 2). (8) 


De bovenstaande uitdrukkingen voor snelheid en versnelling 
zijn geldig zowel voor rechtlijnige als kromlijnige bewegingen. 
De formules voor de rechtlijnige beweging kunnen zonder vector- 


notatie in Één coördinaat als volgt worden geformuleerd: 








si 


pe | 6 t | | 
v= X; | ax= f vät dus __x=x+ f_vät (9) 
XO de | | | to 
| Vv t | t | 
a=v; f dv= f adt dus __ v= vt | aà (10) 
Vo | to | SD É 





Als a constant is en f O is de beweging eenparig versneld en worden 


de uitdrukkingen: 


vvt at (11) 


en (Eo en x, zijn = O gesteld). (12) 


Voor kromlijnige bewegingen worden de volgende formules gebruikt: 
Ee 


r Le t_ 
vers JJ är= f Vât dus Fe Fot f vat (13) 
de So | Ho 
v t | t 
a = vs E| dv = f adt dus v= vo + Í adt (14) 
Vo % | | to 


> | N à : | 
Als a constant is worden de uitdrukkingen voor r en v met to 0 


Fer +vt + Jet? | | (15) 
| 0” “0 
Vz vo + ät | | (16) 


Als nu vo en a een verschillende richting hebben, is de beweging 
kromlijnigs v ligt in het vlak door vo en a en het eindpunt van de 


veetor r ligt dus ook in dit vlak. De beweging met constante 


versnelling a vindt dus in een plat vlak plaats. Door één coördinaat - 


Ae . > 
as in de richting van a te nemen en één er loodrecht op, kan worden 


ingezien dat de baan een parabool is. 


In sommige gevallen is het nuttig de snelheid en de versnelling 


op een andere manier in componenten te ontbinden. 


le. Snelheid en versnelling worden elk uitgedrukt in hun twee compo= 


nenten in een stelsel van vlakke poolcoördinaten (met coördina- 


ten r en 6). 


„ Beweging van een deeltje langs de baan AB. 


_18- 
| > > > | 
Plaatsvector OP = r = re (17) 


sd . Ee ° . . „je Ei e j e 
e, 1s de eenheidsvector in de richting van r; e, 18 de eenheids- 


vector die loodrecht op e_ staat. Uit de figuur volgt 


e = 6e ö | | en | (18) 
e Ö 

5 ad . e. . n ad 9 wf eN 

e= -e ó; de tijdafgeleide van een in richting variërende (19) 


eenheidsvector e is een vector die loodrecht staat op e. 





Bewijs: (E.E) = 1. Differentiëren van deze uitdrukking naar de 
tijd geeft 2 pdr = 0, dus e en ed staan loodrecht op elkaar daar 
pg #0 is. 
De differentiatie van een eenheidsvector naar de tijd kan ook 
worden geformuleerd met vectoralgebra: es zw X e ° 
Het bewijs hiervan gaat als volgt. 
e is wel constant in grootte maar niet in richting. 
| us 
wdt x ë 


e sind 


de 
MA | 
Door het uitprodukt van 


> > > 
wdt en e wordt de naar grootte 
en richting exact geformuleerd. 
de _ 5 
e 


dt 7 =wxel. (20) 
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De uitdrukking voor de snelheid wordt nu verkregen door r naar 


de tijd te differentiëren. r = rè | (21) 
> ee: L 
re +er= rbe + te | (22) 
r r 0 r 





De snelheid staat hier geschreven in twee besten de radiale 


component ae = Yr en de azimutale component Ve = rô. Men kan het 


zo opvatten dat v hier gesplitst is in een translatiesnelheid Ke 
en een rotatie (hoek)snelheid ô. 

De versnelling wordt op analoge wijze verkregen door de snelheids- 
vector naar de tijd te differentiëren. | 


je 5 5 > 
a=v=re= tôe + He + rôë + Fe_ + re, = 
a 


« 
e 


8 Ö 8 


Del. rôt)ë + (rb + 2rò)ë, (23) 


. id N . 
De versnelling a heeft dus vier termen in twee componenten: 


1. fe: | de radiaal naar buiten gerichte versnelling. 

2. — rô?e de radiaal naar binnen gerichte versnelling. 

3. rôe, : de azimutaal (transversaal) gerichte versnelling 
tengevolge van de hoekversnelling B. 

ls aide: | de ezimutaal (transversaal) gerichte versnelling 


tengevolge van de snelheid f en de hoeksnelheid 


0 . 


Voor een eenparige cirkelbeweging is r = 0, F = 0 en 6 = O en 
is de centripetale versnelling (no. 2) de enige versnellings- 
term # 0. 

Bij de ontbinding van snelheid en versnelling in x, y en z 
componenten in een Cartesisch coördinatenstelsel zijn de x, y 
en z as constant van richting, terwijl bij de ontbinding in r= 
en Ö-componenten de r-richting en de O-richting met de plaats 
van het deeltje veranderen. Daardoor veranderen ook de eenheids- 
vectoren e_ en @_ zodat hun tijdafgeleiden # O0 zijn. 


o/ 
Dit geldt ook voor de volgende manier van ontbinding: 


CT ie 


Die 


2e, Snelheid en versnelling worden uitgedrukt in componenten tangen- 


tieel en normaal ten opzichte van de baan 








| ie n 
> es > > > > _ (är, s dr _ > 

e‚| = 1, dus he, le heen v ok = (58 ge * €, 

8 = v is de scalaire snelheid |v = ve, (2l) 

n > 3 d > ad | 
== mm _ = je 
Versnelling a = v ir ve,) ve, + ve 
e de 
° e 
tt dô ds Lt  > N ê 

e,‚ ae "Asea a En De de eenheidsvector die lood- 
recht op de baan staat. re is de kromming van de baan 
in dat punt, o is de kromtestraal. | 

ds _ . n n 3 > Vv 
rand 1s de scalaire snelheid, dus e, = Ee 5 (25) 


(26) 





De eerste term, de tangentiële versnelling, raakt aan de baan, 
de tweede term, de centripetale versnelling, staat loodrecht op 
de baan en is naar binnen gericht. 


Uitdrukking voor de kromtestraal p in Cartesische coördinaten 


hank hae 21 
=d Eru (ED Aer 


p dx 9) 


€ 


en 





veel 


En 


| Le en "2 
' LÀj 
(1 + ‚2)3/2 ihk: 4 
mand Eke AGS BEA 
ad | Ĳ | 


YJ 


(27) 


Twee eenvoudige voorbeelden van bewegingen die in de fysica 


voorkomen, zijn de paraboolbeweging (kogelbaan) en de cirkel- 


beweging. 
Ie 





De paraboolbeweging kogel aan): een deelt je wordt op tijdstip 


t = 0 met een snelheid ie weggeschoten. In de Y-richting is de 


versnelling constant (bijv. =—g, de versnelling van de vrije val) ht 


terwijl de versnelling in de X-richting nul is. 


x= Voteosb, (28) 


y= Votsine — Jet 2 (29) 


Eliminatie van t geeft de 
(parabool) vergelijking van de 
kogelbaan: 
y= xtg0 — —_E_— x2. (30) 

Ain cos Ee 

De tangentiële en normale compo- 

nent van de constante versnelling 
E kunnen voor elk punt van de 
baan berekend worden. 


Vectorieel opgeteld geven ze de constante vector g. 


X= vocos8; y= Vosinô — gt, dus v = (X2+ 42)? = 


= (vo“cos?6 + (vosine - gt)2} . (31) 
v? 8 ak : _ vs 
a == . Ook Is a = gcos6 = ; dus 15 p=. 
n Pp n Vv Oe ek 
Ll sbo | | (32) 
Pp _ v3 Bd j2}3/2 
{vo cos“0 + (vosine - gt)£} n 
] id ® f 5 3/2 . … Kd Ld Kd 
5 ls maxlmaal als de noemer { …… } minimaal is; dit is 


vosine 


‚het geval voor t = —— , waarbij jy = O is; dat is in de 


8 
top van de parabool. 








Î. 
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De cirkelbeweging. 


> > : 
v = ve, 5 v = R6 


t En. 
De hoeksnelheid W is een vector 
die loodrecht staat op het vlak 
van beweging en de richting heeft 
van een rechtse schroef die 
draait in de richting waarin het 
deeltje beweegt. 
Algemeen geldt 


kd 
>> 
4 


es ac 
Vv = ú) 


xr (33) 
als r constant van grootte 1s. 
In het geval dat w niet constant 
is, is de hoekversnelling 
a=w#O, 

ehs a Mis a constant ds 
(eenparig versnelde rotatie) 
worden de kinematische rotatie= 
formules: 


w t | 
| Ww= f at = alt - t) dus 
0 to 


t t | 
he k wodt ie Ahh äus p = O+ w‚lt-t,) + balt-t)? (35) 
0 0 


0 
Dit zijn de uitdrukkingen voor de hoeksnelheid en de hoekpositie 
als functie van de tijd voor een eenparig versnelde rotatie. 


; … + 8 
In het geval van de eenparige cirkelbeweging 1s w = 0. Dan 18 
> + > 


> > 
asv =wxX D, Met v = wr wordt dit a = wxluxr), (36) 


de centripetaalversnelling die naar het centrum toe gericht is. 
Deze uitdrukking (36) gelät zeer algemeen, ook voor niet cirkel- 
bewegingen. Voor de eenparige cirkelbeweging is w | v en v Lr. 
Dan is v = WR (37) en a = WÊR (38) (37-38) 





en 


De formules (37) en (38) komen ook voort uit de volgende beschouwing: 
| AA V | | | | 
| | De componenten van de momentane 


plaatsvector zijn: 


x = Rcos(wt + 6) | (39) 


Rsin(wt + 6) (Lo) 


Af 
0) geeft de beginpositie aan (t = 0); 
w is de hoeksnelheid, R de straal , 


van de cirkel. 


x + Jy = ÎRcoslwt + 0) + jRsin(wt + 6 


B (41) 


= @ TuRsin(wt + 0) + JuReos (wt + 0) | (ke) 


- ÌwZReos(wt + 0) - Jw2Rsinlwt + 0) (43) 
Hieruit volgt 

= kuR? kw is een vector in de Z=richting ter grootte 
(h)s Fev =0, dus vr. (hl) 


E 
Tj 
u ols Sy 


> 


A= - wr ‚ dus a = wER (45); a en r hebben tegengestelde 


richting. (5) 


oli 


aans CES U me OE GED GED na UD nn en UE EED ED sand GE GED BD an an OD GD MD EED GP OUD CE OD ute CED ven 


II.A. 2. Transformatie van plaats en beweging Lit.: AF 2; S 1,7; B 3. 
Plaats en beweging zijn relatieve grootheden en hangen af van het 
referent iesysteem (coördinatensysteem) ten opzichte waarvan ze 
worden gemeten. De vraag is nu hoe verschillende waarnemers, die 
zich bevinden in de oorsprong van verschillende coördinatensystemen 
die ten opzichte van elkaar bewegen, plaats en beweging waarderen. 

De mogelijkheid een absoluut referent iesysteem te definiëren 
dat in rust is ten opzichte van de lege ruimte, is gebleken een 
fictie te zijn, aangezien er in een lege ruimte geen referentie- 


punten zijn. 


Relatieve snelheid en versnelling. 


Gegeven twee objecten A en B en een waarnemer O in de oorsprong 


van een rechthoekig coördinatenstelsel, X, Y, Ze 


L 








De plaats van A en B wordt bepaald door de plaatsvectoren A en En 
a > 

de plaats van B ten opzichte van A wordt gedefinieerd door Taa en 

en analoog de plaats van A ten opzichte van B door a n 

EE AE > > | 

haak Ke E } Dus is F\B ien: Fan | (46) 


Kd 


Differentiëren naar de tijd: 





so 
us NE Nie RO, > in ed ä hed _ > (47) 
"BA VB” Vat Va“ Ya” 'B ÎUS Vin == Van ü 
Nogmaals differentiëren: 
> Nd > > > > > > | | 
Ana “SB As Ag > a, = &n dus A == Ann | (48) 


De snelheid van B ten opzichte van A, Pa Is gelijk en tegengesteld 
aan de snelheid van A ten opzichte van B, as en hetzelfde geldt 


voor de versnelling. 


Snelheid en versnelling bij eenparige translatie 


Twee waarnemers O en O' 

die zich ten opzichte van 
elkaar met eenparige snel- 
heid bewegen en geen rota- 
tie ten opzichte van elkaar 
uitvoeren, 

O ziet O' bewegen met snel- 


heid v in de X-richting. 





| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

|L 7 
‚td 
De X-as is gekozen in de richting van deze snelheid. 

O!' ziet O bewegen met snelheid -v. Dan is 0Ó' = vt met v= Îv 

(€ is de eenheidsvector in de X-richting). Voor de plaatsvectoren 

r en r' van het deeltje A geldt BEEREN (Lo) 
Deze vectorvergelijking geeft de zog. Galilei transformatie van de 
snelheid. Deze transformatie geldt in de niet-relativistische mechanica. 
Daar voor beide waarnemers O en O' de tijd dezelfde is, hoeft geen 
onderscheid gemaakt te worden tussen + en t'. Dit in tengestelling tot 
de relativistische mechanica waar de Lorentz transformatie in de plaats 
komt van de Galilei transformatie en de tijd wel transformeert. 

Deze vectorvergelijking (29) kan geschreven worden in de componenten- 
vergelijkingen: x' = x - vts y' = ys 2' = z (50) 
Differentiëren van (29) geeft V'=\ - v (51) 
waarbij vt en Vv de snelheid is van Ee ten opzichte van resp. 0! en 0, 
Nogmaals differentiëren geeft |a als a' en a de versnelling is 


van A ten opzichte van resp. O' en 0, (52) 





en 


Hiermee is bewezen dat de versnelling van een deeltje dezelfde is voor 
alle waarnemers die zich ten opzichte van elkaar eenparig rechtlijnig 
bewegen. Anders geformuleerd: de versnelling is invariant voor eenpari- 
ge translatie van het coördinatenstelsel. 

Als de beide stelsels ten opzichte van elkaar niet eenparig bewegen, 
maar bijvoorbeeld eenparig versneld, wordt formule ($1) 

V'=ú - Vo = at (53) 
en differentiëren van (33) geeft: a! =a- En (5l) 


Algemeen kan worden gesteld dat de versnelling niet invariant is voor’ 


niet-eenparige translatie. 


Snelheid en versnelling bij eenparige rotatie 





Twee waarnemers O en O' in hetzelfde punt die ten opzichte van elkaar 


roteren zonder translatie, 
O ziet het stelsel X'Y'Z' roteren met hoeksnelheid w. Omgekeerd ziet 
O' het stelsel XYZ roteren met hoeksnelheid -—u. (r =r') 
De plaatsvector van A in het stelsel XYZ is r = Îx + jy + kz (55) 
> 
1 


De plaatsvector van A in het stelsel X'Y'Z' r = bed ytaktzt (56) 


pn 


O' meet als snelheid van A in zijn eigen stelsel X'Y'Z!: 

Vr= ik! + D'jt + RIE , | | | (57) 
de eenheidsvectoren in het stelsel X'Y'Z! zijn voor 0! constant. 

Voor O daarentegen roteert het stelsel X'Y'Z' en O ziet de eenheids- 


vectoren in het stelsel X'Y'Z' veranderen. Dan is voor O0 de snelheid 


van A: Ve=i'k! + 7 +K'i' + Tx 4 Ne +Kk'z' (58) 
Nu is Tie wxi'; KL = wxJ'; k' = ok, daar de tijdafgeleide van een 


eenheidsvector loodrecht op deze eenheidsvector staat (zie p. 15) en 


stelsel X'Y'Z!' ten opzichte van XYZ met hoeksnelheid W roteert, 
5 | 
Dus is V=Û! + xr en [V' =V - uxr.| (59) 


en > > 
Op analoge wijze kan het verband tussen a en a! worden verkregen: 


Ce | 
a=\V=\t + yr (60) 
Nu ie ' = AE, JV! + EVN, + A, J'VL, EE, __ (61) 


° ” N ee > 
De eerste drie termen in het rechterlid zijn samen a', 


de laatste drie wir, dus 
V' zat + | (62) 
Substitutie van (62) in (60) geeft: 


EE. > + ek | 
a=V=a! + wxV! + wxr (63) 


Nu is ier = wxl + wr) = DT! + wxlur), zodat de uitdrukking 
voor & tenslotte wordt | 
a=a! + WT! + Oxldx) of |a' =a- wd! — xlr) (61) 
De tweede term in het rechterlid is de Coriolis versnelling, 
de derde term de centrifugale versnelling. 

Uit deze beschouwing volgt dat de versnelling niet invariant 18 


voor eenparige rotatie, 


Een belangrijk voorbeeld is de beweging ten opzichte van de 


draaiende aarde, Zie Hoofdstuk II.B.7. 


ze An 


mep Oan, 
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II.B. Dynamica | is AF 3,45, 8 2,3,4,5s FP h,7,9,10,12,13, 14; 
se B 1,5,6,7. | 8 ie 


De dynamica is dat onderdeel van de mechanica waar het verband tussen 
beweging en oorzaak van de beweging bestudeerd wordt. De verandering 
van de snelheid van een deeltje of lichaam is het gevolg van een wis- 
selwerking met andere deeltjes of lichamen. Nu letten we bij de 
wisselwerking van twee of meer deeltjes meestal op de beweging van 
slechts één deeltje, hetzij omdat we de andere deeltjes niet kunnen 
waarnemen Òf omdat we deze opzettelijk buiten beschouwing laten. 
Het effect van deze wisselwerking op dit ene deeltje wordt nu met 
behulp van de grootheid kracht geformuleerd. | 

Het begrip kracht is, hoewel een essentieel bestanddeel van de 
dynamica, moeilijk scherp te definiëren. Door de splerwerking hebben 
we er van nature een kwalitatieve voorstelling van. Immers door de 
werking van spieren kunnen we een voorwerp dat in rust is in beweging 
brengen of een bestaande beweging veranderen. De invloed die we dan 
op het voorwerp uitoefenen, interpreteren we als kracht. Zo'n invloed 
kan ook door een motor of de wind of stromend water worden uitgeoefend. 
Ook het vallen van een voorwerp alsmede de weerstand die bewegende 
objecten ondervinden als ze over een ruw oppervlak of door gas of 
vloeistof (visceuse media) bewegen, wordt aan krachten toegeschreven. 
De veronderstelling dat al deze verschillende krachten voor de wetten 
der mechanica over Eén kam kunnen worden geschoren, wordt gerecht- 
vaardig doordat gebleken is dat de conclusies, die op deze veronder- 
stelling zijn gebaseerd, in overeenstemming zijn met de ervaring. 

De omschrijving van het begrip kracht blijft hiermee weliswaar 
nog vaag maar de grootheid kracht krijgt meer fysische betekenis door 


de mogelijkheid van kwantitatieve meting. 








2e 


Zo kan kracht gedefinieerd worden aan de hand van een eenduidig 
meetrecept, bijvoorbeeld als de vector F die bepaald wordt door de 
uitrekking AT van een standaardveer van onbelaste lengte Los waarop 
in het ene uiteinde een kracht werkt en die in het andere uiteinde 
O wordt vastgehouden. De vector AT geeft de grootte en richting van 


de veer-uitrekking aan. 


ee 


De AAAAAWAANA Aes De kracht F wordt dus op de verplaat 


an One Ve singsvector Al afgebeeld. 
F =C.AÏ (4) 
als de veer vrij in alle richtingen 


kan worden uitgerekt, 


Maar hiermee zijn de problemen omtrent de definitie van het begrip 
kracht op de elastische eigenschappen van de veer "afgebeeld". 
Door nu de wetten van Newton op een geschikte manier te formuleren 


kan het begrip kracht aanzienlijk aan duidelijkheid winnen. 


II.,B, 2. De wetten van Newton 


De klassieke mechanica is gebaseerd op empirisch gefundeerde 

axioma's: de vier wetten van Newton. 

1. Een vrij deeltje == dat is een deeltje waarop geen kracht 
werkt -= verkeert in rust of in een eenparige rechtlijnige 
beweging: de versnelling van het deeltje is nul. 

Deze wet wordt de traagheidswet genoemd. 

2. Een deeltje waarop een kracht F werkt, ondergaat een ver- 
andering in zijn bewegingstoestand. Om dit nu algemeen te 
formuleren, voeren we de grootheid impuls in, dat is een 


vectorgrootheid D, gedefinieerd als 


> > 


p = mv | (2) 
waarbij m de massa van het deeltje is en v Zijn snelheid 

| EE 
(in de relativistische mechanica is p = mv(l - En | (3) 
met mn, de rustmassa van het deeltje en c de lichtsnelheid). 


De formulering van de tweede wet van Newton is 


> > 


Pep De (4) 





> 


== 


Deze wet —— die krachtwet, bewegingswet of bewegingsvergelijking 


wordt genoemd -- geeft het verband tussen de dynamische groot 
heid kracht en de kinematische grootheid impuls aan. Als m 


constant is, krijgen we de bekende formule 


F = ma; | | | (5) 
als m met de tijd verandert, bijvoorbeeld bij raketten of 


relativistische deeltjes, wordt de uitdrukking 


F= D= mä + üv. | 6) 


Het begrip kracht kan zeer algemeen gedefinieerd worden met 


behulp van de formule 


F = D waarbij dan D de impuls in het instantane ruststelsel 


is die gedifferentieerd moet worden naar de eigen tijd van het 
deeltje (zie het College Relativistische Beginselen van 

Dr. G.J. Hooyman). Zoals in $ II.B.1 reeds werd opgemerkt, moet 
het aldus gedefinieerde begrip kracht fysisch worden opgevat als 
een uiting van de wisselwerking van een aantal deeltjes waarbij 
gelet wordt op de beweging van « slechts één deeltje en 
gesproken wordt over de kracht F die op dat ene deeltje werkt. 
De derde wet van Newton: 

actie = = reactie. | 

Dit houdt in dat als twee deeltjes met elkaar in wisselwerking 
verkeren, de kracht op het ene deeltje even groot is als en 
tegengesteld gericht aan de kracht op het andere deeltje: 
Fo=-Fl | (7) 
Krachten treden dus steeds in paren op waarbij men moet bedenken 
dat actie en reactie op verschillende deeltjes werken. 

Bij een op aarde vallend voorwerp oefent de aarde een even- 
grote kracht uit op dit voorwerp als het voorwerp op de aarde, 
Voor een waarnemer buiten de aarde valt niet alleen het 

voorwerp naar de aarde, maar ook de aarde naar het voorwerp. 


Le bewegen naar elkaar toe. 








ee 


hb. De gravitatiewet. Twee deeltjes met massa m, en m 


Í 
> trekken ; 
elkaar wederkerig aan met een kracht die evenredig is met de ; 
beide massa's en omgekeerd evenredig met het kwadraat van de 


{ 

EE 

afstand: | \ 
z ì 


(8) 





De richting van de kracht is langs de verbindingslijn der 
deeltjes. De gravitatieconstante is 

G = 6,67 . 10711 Nm?kgT?. Deze wet is door Newton afgeleid | 
voor de aantrekkingskracht tussen de zon en de planeten uit 
de empirische wetten van Kepler. 


Lit.: AF 9; S h; F 7; B 9. 


Een uitvoerige behandeling van de gravitatiewet en de wetten 


van Kepler wordt gegeven in Hoofdstuk VI. 


Het doel van de dynamica komt over het algemeen neer op het 


oplossen van de differentiaalvergelijking 


> > 


Bp. (9) 


IlsB: 3 Impuls 


De impuls (vroeger hoeveelheid beweging genoemd; Engels: momentum) 
is > 8 : | 
gedefinieerd als D = mv diende In de vorige paragraaf ter 
en ® 


formulering van het begrip kracht: F = D. 


Integratie hiervan over de tijd geeft 


E 8 

> > | 2 
t á 

1 
De toename van de impuls is gelijk aan de tijdintegraal van de kracht. 
Doordat kracht een uitvloeisel is van een wisselwerking kunnen we dus 
stellen dat een wisselwerking impulsoverdracht veroorzaakt. 
Voor een deeltje geldt dus dat de impuls constant is als er geen 
kracht op dat deeltje werkt. Voor een systeem van twee deelt jes die 
wel met elkaar onderling in wisselwerking verkeren maar verder geen 
wisselwerking met andere deeltjes hebben, geldt dat de HOES 


impuls van die twee deeltjes constant is, 


Se E wenn nds Hr nn en etn dn | ind EK d 


ee 


Deze wisselwerking tussen de twee deeltjes kan als volgt overzichte- 


lijk worden geformuleerd: 


Gl en 
En 4 
a 
H 


| > > | 
jo ât = mv, - uj)s e | | Sh 


| > cs | en 
| Pre dk = mvg = u). | | (12) 
Op het deeltje m, werkt de kracht Pe op het deeltje mn, de kracht 
Oe de snelheid van m, voor en na de wisselwerking respectievelijk - 
De ie > > 
u, en Vv, en voor m dito u en Ve 
D Ik t F=-É 
aar op elk momen 125-E, Îs 
> > > ij > > > > | 
5 5 = + + ì 
m,(v, u) m, (vo u), dus mv, + mv, * mu, + mou, (13) 


Dit is de wet van behoud van impuls, een zeer fundamentele en 
universeel geldige behoudswet in de fysica, die nauw samenhangt met 
de tweede en derde wet van Newton. | 

Soms wordt | te 


t . B 
f E F.dt impuls genoemd (Engels: impulse ) en mv de hoeveelheid 


1 | | 
beweging (Engels: momentum). Wij maken dat onderscheid niet, echter 


t 
wordt voor het geval dat t‚ — t, klein is de grootheid 

bo md > 

f F‚dt of  F‚.At wel met de term stoot aangeduid. 


b, 


In de eerste wet van Newton wordt over rust en eenparig rechtlijnige 
beweging gelijkwaardig geoordeeld. Het volharden in een bestaande 
bewegingstoestand van een object dat vrij is, dat wil zeggen dat er 
geen krachten op werken, wordt aangeduid met de term traagheid of 
inertie; de eerste wet van Newton wordt daarom traagheidswet genoemd. 
Overigens moet de bewegingstoestand worden gerelateerd aan een waar- 
nemer die op zijn beurt vrij is. Het referent iesysteem dat zo'n 
waarnemer gebruikt om bewegingen te beschrijven, wordt inertiaal- 
stelsel genoemd: zie Hoofdstuk II.B.7.- | 





| traagheid of inertie is. In dit verband wordt van trage massa m 


=33- 


En tweede wet van Newton voor een deeltje met constante massa 


F = ma, AUDLEESSD: eigenlijk de eerste wet; immers als 
F = 0 is a = 0, dat wil zeggen de snelheid van het deeltje is 
constant . 


De combinatie van eerste en tweede wet van Newton wordt ook 
vaak als traagheidswet aangeduid. Als men namelijk op verschillende 
massa's gelijke krachten laat werken, krijgt de grootste massa de 
kleinste versnelling. Massa is dus een maat voor de weerstand waar- 


mee een object zich tegen bewegingsverandering verzet, hetgeen duist 


á) 


t 


gesproken. Als op twee verschillende massa's m. en m,, eenzelfde kracht 


1 
gedurende dezelfde tijd werkt verhouden de snelheden | en lv | 
zich omgekeerd als de massa's. Immers | 
t, ” | 
f Fat = mv =my. (14) 
1 1 ee | 
t 
Ì 4 
Door een eenheidsmassa me te definiëren (1 kgmassa = massa van 
5,0188 x 102° atomen CÌ2; vroeger de massa van 1073 m3 water bij h° C) 


kan de waarde van een onbekende massa m worden bepaald door de 


snelheden van m, en m, te meten bij het experiment waarbij een samen- 


gedrukte veer zieh vanuit rusttoestand ontspant tegen de beide massa's 


die wrijvingsloos in tegengestelde richting bewegen. 


De aldus gemeten massa is de trage massa m, | | . 

Uit de valbeweging die samenhangt met de gravitatiewet volgt dat 
massa nog een tweede eigenschap heeft. Alle op Één punt bij het opper- 
vlak van de aarde vallende voorwerpen hebben dezelfde versnelling 8 
en de kracht die dit veroorzaakt, Is het gewicht F van het voorwerp. 
Deze kracht is volgens de gravitat iewet van Newton evenredig met de 


massa van het voorwerp: deze massa wordt de zware massa m, genoemd. 





ale 





De zwaartekracht Pr die op een deeltje met zware massa m4 werkt , 
is volgens de gravitatiewet 
md | | 
G als M de massa van de aarde is en R de afstand van het 
R2 | | a 
deelt je tot het centrum van de aarde. Daar volgens de tweede wet van 
| m_ .M | | 
\ a , ZÌ | 
Newton F ma, Îs dus G a me, (15) 
waarbij m4 de trage massa is en a, de versnelling. Analoog geldt | 


voor een tweede deeltje 


er | (16) 


Empirisch is nu gebleken dat voor alle voorwerpen geldt: 


ESE SE, de versnelling van de vrije val. (17) 


Dan volgt uit bovenstaande formules 


m m 
nk B =S Ì | | (18) 
z1 ze 
| , ee gR° 
Door voor G nu de geschikte waarde te kiezen, namelijk G = M (19) 
geldt universeel m, = m, voor elke massa. | | (20) 


De gelijkheid van trage en zware massa levert een methode om de massa 
van een voorwerp door bepaling van het gewicht te meten. Met de 
gelijkheid van zware massa en trage massa (het zogenaamde principe 

van de massa-equivalentie) hangt het algemene relativiteitsprincipe 
(Einstein 1915) samen. Dit houdt het volgende in: 

Alle lichamen vallen vrij met dezelfde versnelling. Een waarnemer 

die alle lichamen met dezelfde versnelling ziet bewegen kan niet 
onderscheiden of zich in zijn laboratorium een homogeen gravitatieveld 
bevindt of dat zijn laboratorium zelf een versnelde beweging uitvoert. 
Het algemene relativiteitsprincipe eist nu dat de natuurwetten zodanig 
geformuleerd moeten worden dat het fysisch onmogelijk is een homogeen 
gravitatieveld van een versneld coördinatensysteem te onderscheiden. 
Lit.: AF (9. 3, 8); B 1h, | 
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Le Samenstellen en ontbinden van krachten 


Empirisch is gebleken dat teaekben zich bij optelling en vermenigvul- 


diging als normale vectoren gedragen. Voor de optelling geldt de 


„gewone parallelogramregel. 


Twee of meer krachten die op eenzelfde punt werken, blijken geen 


invloed op elkaars werking uit te oefenen. Dit is een voorbeeld van 


een belangrijk principe in de fysica, namelijk het superpositie- 


principe, Dit houdt in dat meer oorzaken die gelijktijdig bestaan — 


volkomen onafhankelijk van elkaar werken. 


Het gevolg van de ene oorzaak wordt niet beïnvloed door de gelijk- 

tijdige aanwezigheid van de andere oorzaak. De gevolgen van alle 

oorzaken afzonderlijk kunnen zonder meer bij elkaar worden opgeteld 
of, anders uitgedrukt, worden gesuperponeerd. Uit het feit dat 

krachten echte vectoren zijn, volgt dat ze kunnen worden ontbonden, 
uiteraard met inachtneming van de parallelogramregel: 


F= ir + jF + KF 8 F_ = ma; F = ma 3 F_ = ma | (21) 
x y Z xX Ry Y° ‘z Z 


zijn de componenten van de kracht uitgedrukt in de componenten van 


de versnelling. Voor krachten E die hetzelfde aangrijpingspunt 
hebben, is de resultante KH = ) F, | (22) 


= F5 B = Bie R‚ = Ì 


Krachten die op een uitgebreid lichaam werken, kunnen verschillende 


ed 
He 
hd 


Re (RARAR DS (29 


aangrijpingspunten hebben, Ook in die gevallen kunnen ze worden sa- 
mengesteld tot één kracht plus eventueel één koppel, zie Hoofdstuk 
IV, Empirisch is gebleken dat de werking van een kracht niet veran- 
dert als zijn aangrijpingspunt langs zijn zog. werklijn wordt ver= 
plaatst en grootte en richting gelijk blijven: 

krachten zijn lijnvluchtige of glijdende vectoren. 


eN ig a 
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II.B. 6. Krachtmoment, koppelmomept en impulsmoment 


mano nn GRO wann vO om GES PR ED omnes OMS OD nh em SU omen za omm OMD WD sma we ame 0D eben ne OUD ED Ge Gm vhn oe BAR vun me ame GES omne 


jM Detinitie krachtmoment |M = rrd] (el) 
Mr en M |F; M nangt zowel que 


grootte als qua richting af van de 





keuze van het punt O. Als in het punt 
A verschillende krachten Rieten 
met een resultante È aangrijpen, is 
het moment van de resultante gelijk 
aan de som van de momenten van de af- 
zonderlijke krachten: 
> 
mi = Yr x F, = rx. (25) 





Als op een systeem gelijke maar tegen- 
gesteld gerichte krachten werken, is 
de som der krachtmomenten gedefinieerd 


als het koppelmoment K (kortweg koppel 


genoemd ) ° 

Ee ot 8 > > n B n 

K = rx F, + FX F. en Ë, F, 18 
> > > > > > En 
Kerk rie (Er) xk 
> > 

rio “EF, (26) 


In tegenstelling tot het krachtmoment 
is het koppelmoment onafhankelijk van 


de keuze van de oorsprong. 





| Het impulsmoment van een bewegend deel- 
| tje om een punt O is gedefinieerd als 

| der X Pp=mr xy (27) 
Als de baan een cirkel is met O als 

Î middelpunt is $ = mr2w {28 
want v=uxr. 

- mn Als de baan niet cirkelvormig is, kan de snelheid Vv in een radiale en 
| een azimutale component warden ontbonden: 





Een 
Ek > (29) 
Vv = en Voeg 29 
dus J=mrx(ve + ve) (30) 
us = mr ve, + Voeg) 3 
>> 
Nu is Ee) en (zie pag. 19) (31) 
ES: (32) 
. a 
dus J = mr2e e_ Xx e, = mrèw; | (33) 


dezelfde uitdrukking als voor de cirkelbaan. De grootheid mr? is 
het traagheidsmoment I ten opzichte van O. 


} Ed e 8 
J kan natuurlijk ook in Cartesische componenten worden geschreven: 


tE OJ OE | 
> > | 
Î=r Xx Rn Yy Z |, dus In = YP, = EP, (3) 
P, P, P, drs ZP, ED, 
Er ei, Be YP 


Impulsmomentstelling 


é . ed R 
In een inertiestelsel bestaat tussen M en Bj een eenvoudig verband: 


Ld e Id ar dl Ad 
Í= rxp + FXp ' r en D hebben dezelfde richting (r = É) dus Exp = 0 
5 5 


KN 
zodat dep pe=P  ausld= Ex Ê =| (35) 


De tijdafgeleide van het impulsmoment is gelijk aan het kracht- 


kn 
r 


moment. In integraalformulering 





de tijdintegraal van het krachtmoment (36) 





ls gelijk aan de toename van het impulsmoment. 





Een belangrijk geval is dat van een centraal krachtveld. Daar r en F 
dezelfde of tegengestelde richting hebben, is » xF =M = 0 (37) 
Dan is volgens (20) ook d =0 dew.z. Á is een constante. 
Deze formulering is equivalent met de tweede wet van Kepler 


(de perkenwet, zie Hoofdstuk VI). 
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Plaats en beweging worden beschreven ten opzichte van een coördinaten- 
stelsel. In hoeverre deze beschrijving afhangt van de keuze van het co 
ordinatenstelsel is behandeld in Hoofdstuk II.A.2. Daar bleek dat de 
versnelling invariant is voor eenparige translatie van het coördinaten- 
stelsel. Dit betekent dat de versnelling ten opzichte van een bepaald 
stelsel gelijk is aan de versnelling ten opzichte van elk stelsel dat 
ten opzichte van dit stelsel eenparig rechtlijnig beweegt zonder rota- 
tie, of in rust is terwijl de versnelling ten opzichte van alle andè- 
re stelsels een andere waarde heeft. De vraag is nu hoe het met de gel- 
digheid van de wetten van Newton gesteld is. De wet F = ma geldt niet 
zonder meer in alle referent iestelsels daer F gemeten met bijvoorbeeld 
een veer niet, maar a wêl van het gekozen stelsel kan afhangen. 

Een stelsel waarin deze wet wel zonder meer geldt, wordt een inertiaal- 
stelsel (I.S.) genoemd, Een met de vaste sterren verbonden coördinaten- 
stelsel is met voldoende nauwkeurigheid als een I,S. te beschouwen. 

Een stelsel dat vast aan de aarde verbonden is, fungeert in vele ge- 
vallen als een I,S. maar het is niet exact. Zo is de centripetaal- 


versnelling van elk punt van de evenaar a, 5 WER, = 3, cm s 4 


Dit is een vrij kleine fractie van de versnelling van de vrije val die 
van de orde van grootte van 1000 cm s * is. De centripetaalversnel- 


ling van de aarde in zijn baan om de zon is a, = w‚ Ry = 0,6 cms À 


De centripetaalversnelling van de zon in zijn baan om het centrum van 


: ER B 72 
de melkweg is ag = Wo Ro 3.10 * cms *. 


De basisveronderstellingen van de klassieke mechanica zijn: | 
„1. De ruimte is euclidisch: de som van de hoeken van een driehoek 
is 180°; evenwijdige lijnen snijden elkaar in het oneindige; 
de normale vectorrekening is geldig. 
2. De ruimte is isotroop. Dit betekent dat fysische eigenschappen 
in alle richtingen gelijk zijn. 
Massa hangt niet af van de richting van de versnelling. 
3, De wetten van Newton zijn geldig in inertiaalsystemen. 


hl, De gravitatiewet van Newton geldt universeel. 


De juistheid van deze veronderstellingen is door de ervaring 


bevestigd. 
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Uit de invariantie van de versnelling voor eenparige translatie 
volgt dat alle stelsels die ten opzichte van een I.S. eenparig 
rechtlijnig bewegen op hun beurt. ook equivalente inertiaalstelsels 
zijn waarin de wet FP = m.a onveranderlijk geldig is. Dit is het 
relativiteitsbeginsel van Galilei in de klassieke mechanica, dat 
dus hierop neerkomt, dat alle wetten van de dynamica dezelfde moeten 
zijn voor alle inertiaalwaarnemers die met constante snelheid ten 
opzichte van elkaar bewegen. 

In de speciale relativiteitstheorie (Einstein) is dit beginsel 
uitgebreid tot alle natuurwetten. Omdat de lichtsnelheid onafhanke- 
lijk is van de bewegingstoestand van de waarnemers betekent dit dat 
alle waarnemers hun waarnemingen Lorentz-invariant moeten formuleren 


en deze formulering is voor alle inertiaalwaarnemers gelijk. 


Het heeft geen zin onderscheid te maken tussen "absolute" rust 
en eenparige beweging. Bij de beschrijving van de beweging in een co- 
ordinatenstelsel dat geen I.S. is, schijnen er krachten te werken die 
niet in verband kunnen worden gebracht met andere massa's, zog. 
schijnkrachten of pseudokrachten (Engels: fictitious forces, pseudo 
forces). 

In een stelsel 0' dat ten opzichte van een I.S. O een constante 


8 > A à | 
versnelling ap heeft, is de versnelling van een deeltje dat in O geme- 


ten de versnelling a heeft, gelijk aan a' =a- a, (verg. (54)) 
Hoofdstuk II.A.2. p. 20). Dan is dus mÂ' = mi -— mä, =É - mä | 
> . N N ë 
De kracht EF = -ma,, 1s In dit geval de schijnkracht. (38) 
> > 
F+F = ma! (39) 


We kunnen formeel de 2e wet van Newton in het bewegende (niet-inertie) 


stelsel toepassen door òf de schijnkracht toe te voegen aan F òf de 





III.B, 
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versnelling te transformeren: 


> > > | : | 
F = mla' + ap) Voorbeeld: een versneld bewegende lift. (40) 


In een stelsel O' dat ten opzichte van een I.S. O een eenparige rotatie 
met hoeksnelheid w uitvoert, is de versnelling volgens formule (6h) van 
Hoofdstuk II.A,2, p. 21 


> > > > >> ; bl 
a' = a — 2wxV! — wxlwxr). Vermenigvuldiging met m geeft 
> > > > > > 
ma! = ma — 2mwxV' — mwx(wxr) 
Hier treden twee schijnkrachten op: de Coriolis kracht Den 
— j 
en ' | 
cor 2mwXxV (441) 
. > > > 
en de centrifugaalkracht Fr Fe = -wX(wXr)m (La) 
n er 
+ + = 
Dus is F Pen Fe ma, (3) 


Hier zijn de beide schijnkrachten toegevoegd aan de werkelijke kracht. 
Eveneens kan geschreven worden | 
F=m(a' + WU! + wxluxr)}. (4) 
Dit is de tweede wet van Newton met getransformeerde versnelling. 

Een belangrijk voorbeeld van de Coriolis kracht is het effect 
van de rotatie van de aarde op de windrichting: op het noordelijk 
halfrond leidt dit tot de afbuiging van de wind naar rechts (wet 
van Buys Ballot) en een anticyclonale luchtbeweging om een gebied 
van lage druk. Voor een uitvoerige beschouwing van bewegingen ten 
opzichte van de draaiende aarde zie Lit.: S 7.3, T.h; AF 2.5. 

In de molecuulfysica kan met behulp van de Coriolis kracht de 


koppeling tussen rotatie en vibratie van moleculen worden verklaard. 


8. _Wrijvingskrachten Lite: S 2e AF 3, 


Veel bewegende objecten ondervinden wrijvingskrachten van hun omge- 
ving (wiel dat draait om as, regendruppel die in lucht valt). Door 
wrijving wordt energie gedissipeerd i.c. mechanische energie omge- 
zet in warmte. | 

Als we aan een voorwerp dat in rust op een tafel ligt met een zeer 


kleine kracht F trekken dan komt het voorwerp niet in beweging. 


eg Een 


Bij een bepaalde waarde F = F_ begint 


| 0 
_ het voorwerp te bewegen. Voor F 2 F, 
Is de wrijvingskracht F, = FP, 

De kracht die de tafel op het voorwerp 


in de richting loodrecht op het gemeen- 





schappelijk aanrakingsoppervlak uit= 

| Q oefent, is de normale kracht N. 
Glijdt het voorwerp over de tafel dan is F = £N (15) 
_f is de wrijvingscoëfficiënt. 
Er bestaat nog een verschil tussen de waarden van de wrijvingscoëffi- 
ciënt op het ogenblik dat het voorwerp in beweging komt (statische 


wrijvingscoëfficiënt f_) en die als het voorwerp in beweging is 


0 
(kinetische wrijvingscoëfficiënt f) f « f: 
De wet F, = fN geldt slechts bij benadering voor niet te grote snel- 
heden. 


Voorbeeld 1: hellend vlak met wrijving. 





Stel het voorwerp m, gaat naar 


beneden: dit hangt af van mn,» 
ms ET en üe | 
De wrijvingskracht PF, =fN = 
= fm, gcosa 


Als de spanning in het koord 


M3 
T is, gelden de bewegingsvergelijkingen: 

T … m,&sina - fm,gcosa = ma ; mg-T= ma _ (6-47) 
de versnelling van het systeem is a. 
(m‚- m‚sina — m‚fcosa)g 


e 1 Ì 


+ 
5 





Dan is: A= 


(18) 


Voorbeeld 2: beweging van objecten in een visceus medium. | 
Voor relatief kleine snelheden is de wrijvingskracht evenredig met de 
snelheid ten opzichte van het medium en daaraan tegengesteld gericht: 
je 


LE = Bv (voor grote snelheden is de wrijvingskracht (Lo) 


evenredig met het kwadraat van de snelheid) 


ho 


Uitwerking van het geval van een verticaal vallend voorwerp. 
Bv | n Stel de snelheid op tijdstip t = O 
gelijk O. Reken de snelheid naar beneden 


positief. De bewegingsvergelijking is 


dan mv = mg — Bv (50) 
hee = fat. Met de randvoorwaarde 


nk 


v(0) = 0 wordt de oplossing 


ele 
v(t) = (le ak (51) 
r an is de relaxatietijd (52) 


waarbij geldt 


vle) — vr) _ 1 
Vv at A 


(53) 


® 


Aan het begin is v(O) = O en is de 





versnelling v = tga = g, 


de versnelling van de vrije val. 


lj 3 


II.B. 9. Arbeid en energie Lit.: S 3; AF hs B 5; F 3, h, 13. 


De door een constante kracht F verrichte 
> 
F __ arbeid bij verplaatsing over een rechte 
> en A > > | 
weg Ss is|W =Fscos0 = F.s (1) 
het inprodukt van de vectoren F en 3. 
6 De eenheid in het Giorgi-stelsel is de 
Newtonmeter (Nm) of Joule (J). 


wy} 


In het cgs-stelsel: dyne cm = erg. 


Fr) 
| B He 
Algemeen geldt: W = f F(S).d8 = 
iN 
> > | 
={ F(E).ar (2) 
i A 


Dit is een lijnintegraal waarbij d8 een 


infinitesimaal lijnstuk is 





ds = dr = Îäx + ‘jay + kaz, waarvan de 
componenten in Cartesische coördinaten 
zijn dx, dy en dz, 


B B B 
W d F(r)är = . F(r).rät "| Fk+FS+F dt (3) 


De grootheial F(E).À = el is de per seconde verrichte arbeid: (h) 


vermogen (Engels: nd de eenheid is 1 Nm.s Tl = J. s Ì 1 Watt. 


Als de kracht en de weg der ‚verplaatsing Loodrecht op elkaar 
staan is de verrichte arbeid ‘nul. Voorbeelden van krachten die geen 
arbeid verrichten zijn: de zwaartekracht bij een } horizontale ver= 
plaatsing; de centripetale kracht bij eer cirkelbeweging; de Lorentz- 


kracht die werkt op een bewegend geladen deeltje in een magneet veld. 


heete a otentiële energ: ie bis 





Van een deelt je m dat langs éen rechte zijn x-riehting) beweegt onder 
“invloed van een Tange deze Lijn gerichte ‘kracht F(x) is de positie op 
tijd tE, is Xs op tijd toi is det ee resp. AA en vas 
2e Wet van Newton: “ F(x) = en 





zh 


Vermenigvuldiging van beide leden met dx en integratie over x geeft 


X Er „. © Vv 


e 2 2 è ë 
Í Flx)dx = Í mtdx = | mi ZA = Í mvvat= f m v dv = 
ae et 8 Hi Hi 
NE 21 p 
5 mv 5 hd (5) 


Vermenigvuläiging van beide leden met Xx en integratie over de tijd 


geeft: XF(x) = mit (alternatieve formulering) 


ie 
mit =d (4 mt2), aus (Bmk?), — (Jmk?), = f Ê F(x)iät 
dt to t, É 
1 


Xx 
f î F(x)kdt = f é p(x)ax. Resultaat Amv,°- dmv, S= { < F(x)ax 
Xx 


á Xx 
1 Ì 1 


Definitie van kinetische energie E, (energie van beweging): (6) 





De op het deeltje uitgeoefende arbeid is gelijk aan de toename 
van de kinetische energie. 

De potentiële energie B van de puntmassa in het punt x is de arbeid 
die het veld verricht als de puntmassa van het punt x naar een vast 


gekozen referentiepunt x, gebracht wordt: 


O 
XO | 
= { “ F(x)ax | | (8) 
P ‚ | 
dE 
F(x) = -— Er (9) 
Nu geldt: 
1 %0 ie 
E‚ _ B n Í F(x)ax = f F(x)dx + f F(lx)dx =E —E 
2 a E A P4 Po 
Dus is ed Î 
E, +E =E, +E (10) 


LP Se Ps 
De som van kinetische en potentiële energie is constant. 


Voorbeeld:vallend voorwerp: B, = meh, E‚ = Jmv? 


mgh + dmv? = C (constant), v neemt toe als h afneemt. De door de 
zwaartekracht op het voorwerp verrichte arbeid, dat is een afname 


van ‘de potentiële energie, wordt bij vallen omgezet in kinetische 





5 


energie, Dit is de wet van behoud van mechanische energie die geldig 
is voor zogenaamde conservatieve systemen, dat zijn systemen waarin 
bij veranderingen hetzij kinetische energie in potentiële energie 
wordt omgezet of omgekeerd. Als mechanische energie in een andere 
vorm van energie wordt omgezet, spreekt men van energie dissipatie. 
Dit treedt bijvoorbeeld op bij glijdende- of visceuse wrijving 
waarb1 j kinetische energie in warmte wordt omgezet en bij botsingen 
tussen atomen of moleculen die in een geëxciteerde toestand worden 
gebracht. Andere voorbeelden van dissiperende krachten zijn die 
waarbij elektrische stromen optreden zoals bij een bewegend anker 
van een dynamo. 

In de fysica is de algemene wet van behoud van energie geldig. 
In de relativiteitstheorie is de totale energie inclusief moe 
constant. Een en ander hangt samen met de eerste hoofdwet van de 
thermodynamica waarbij de onmogelijkheid van een perpetuum mobile 
(p.m.) van de eerste soort gesteld wordt. De uitdrukking p.m. is 
eigenlijk onjuist want de eerste wet van Newton stelt principieel 
wel de mogelijkheid van een p.m. In de thermodynamica echter wordt 
met p.m., bedoeld een altijd voortbewegend lichaam dat tevens arbeid 
_ verricht. 

E kan ìin tegenstelling tot E, ook wel negatief zijn afhanke- 
lijk van de keuze van het referentiepunt Xo… Paar het uitsluitend 
om verschillen in potentiële energie gaat, is de keuze van x 


° 


irrelevant. Door verdere integratie van Et E = constant, wordt 


een uitdrukking voor de beweging x(t) gevonden: 


smk? + E (x) =C 3 | ket {Ate -E(x)} (11-12) 


p = p 
dt 2 3 Ko at Xa a 3 | 
mannen eed de ommen a hd Ears acnand med mmm as a 
Er he E (a) $ TE J LelC Ela) dx (13-11) 
1 1 
XxX pf X 1 
2 dt 8 _ _ 2 2 _À 
f gp dae f dt =tt, = + f (lc — ì_Go)} Tax (15) 
a t, B 


Als tx) = t, gegeven 1s en EG) en C bekend zijn, is de bewegings=- 
functie x(t) te berekenen. Er is tweemaal geïntegreerd en er zijn 


twee constantes: C en x(t) = Xe Het optreden van het + teken hangt 





Ë: 
zij 
ir 


zi 


hiermee samen dat door E bx) en C wel het kwadraat van de snelheid 

v op tijd t, bepaald is, maar niet het teken. Dit komt door de 

principiële omkeerbaarheid van die mechanische processen waarbij 

geen mechanische energie wordt gedissipeerd als warmte. Het betekent 

fysisch dat als de snelheid van een deeltje van richting wordt omge- — 

keerd de baan precies in omgekeerde richting wordt doorlopen. 

Deze omkeerbaarheid berust op het feit dat in de 2e wet van Newton 

F = mx de tijd kwadratisch voorkomt. Vervanging van t door t' = =t 

geeft dezelfde vergelijking. | 
De formulering met vectoren is analoog. De kracht F(r) hangt 

alleen van n af en niet van t en r. | 


Integratie van F = mv over de afgelegde weg geeft: 


> > e Ri > 
Te zijn Re ie ds ak Es "2 
zi Far = N| mvedr = JJ mv at dt = if mv v dt = JJ mv dv = 
x ú | t t Vv 
1 1 1 1 
= 5 MV Î <= 3 mv, °s (16) 
Lj 4 Ss ” . we en « Es Ee ° ze ai nn \ 
waarbij ee r(t,); on r(t‚); v‚ Weds % vt). 
dte Pa, ee > "0 > 
Definitie van potentiële energie B (rr) = il Far _ (17) 
r 


1 


NE : . ‘ 
dat is de arbeid die F moet verrichten om het massapunt van de 


> p > 
plaats r,‚ naar het referentiepunt r, te brengen. 


0 
> > 
| r r 

> > 
B -E = ff Far + f Far =E -—E , dus 
en OSE O5 r Pi Po 
À 0 
je pmen dr pe 3 8 
(B EB) (E‚ Es E 1s constant (18) 


de wet van behoud van mechanische energie. 


Potentiële energie is een zodanige functie van de coördinaten dat het 
verschil in functiewaarden tussen begin=- en eindpunt gelijk is aan de 
arbeid die door de veldkracht is verricht onafhankelijk van de gevolg- 
de weg. | | 
Algemeen kan worden gesteld dat de potentiële energie uitsluitend 
van de plaats afhangt en niet van de snelheid, terwijl de kinetische 
energie juist niet van de plaats afhangt maar alleen van de snelheid v 


of, wat meestal op hetzelfde neerkomt, van de impuls p. 


ijf 


Dus is E = $mv° = B daar p = mv. (19) 
Het verband tussen E en p is van groot belang met name in de 
relativistische mechanica (nier geldt: E2 = c2(p? + mees) ) (20) 
en in de quantummechanica waar E en p vervangen worden door 
operatoren. | | 
De energiebehoudswet is zeer nuttig bij die problemen waarbij de 
krachten niet in detail bekend zijn of moeilijk te berekenen; 
uiteraard moeten de krachten wel conservatief Zijn om de energie- 
behoudswet zonder meer te kunnen toepassen. | 

De energiebehoudswet is een eerste integraal van de dynamische 
bewegingsvergelijking. De behoudswet is dan ook een differentiaal- 
vergelijking van de eerste orde terwijl de bewegingsvergelijking 
een tweede orde differentiaalvergelijking is. Een ander voordeel van 
het gebruik van de energiebehoudswet ten opzichte van de bewegings- 
vergelijking is dat in de behoudswet scalaire grootheden voorkomen 


terwijl de bewegingsvergelijking uit vectoriële termen bestaat, 


Deze energiebehoudswet is alleen geldig voor krachtvelden waar rlr) 
eenduidig bepaald is door r en Eon en wel onafhankelijk van de weg 


waarover de lijnintegraal genomen wordt. 


î DAS à | a R n 
De integraal f (r).dr is dan alleen afhankelijk van begin=- en eind- 


5 punt A en B en niet afhankelijk van 
(2) de gevolgde weg, dus: 
D B 
| Far=f Far (21) 
Â A 


K f | 4) (2) 


Dat betekent dan dat in een conservatief krachtveld elke kring (lijn) 
integraal van de kracht O is: Ó F.dr =O | (22) 
Het veld heet conservatief omdat de mechanische energie behouden 
blijft. | 





_u8- 


In een conservatief veld bestaat een potentiaalfunctie voor de | 
kracht. Als namelijk de arbeid door de veldkracht verricht alleen 
afhankelijk is van begin- en eindpunt van de afgelegde weg geldt: 


f Far=E ,-E n (23); F.dr = Fdscos6 als O de hoek is tussen de (23) 
re Dis _P.B | De ne 
| me dE | | 
kracht en de infinitesimale verplaatsing. Fcosô = -— Te | (24) 
is de component van de kracht in de richting van de verplaatsing. 
dE 
— er I is de richtingsafgeleide van eN, We schrijven nu 
F = — grad En (25) 
De kracht is de negatieve gradiënt van Es grad ee is een vector, in 
Cartesische coördinaten te schrijven als 
„ 2E DE | 
grad E, = LR} rek k ok (26) 
| ok OE OE 
Dus is F = - —È, F ks FP zak, 
x ox Y dy Z òz 


Het criterium voor een conservatief krachtveld F is dat aan de volgen- 


de betrekkingen wordt voldaan (in Cartesische coördinaten): 


BE oF oF oF, oF, | oF 
rak ak aka vl 


Dit is mathematisch equivalent met ó F.dr = 0. Lit: AF h.7; S 3.6. 


Intermezzo: Gradiënt. 


Stel V is een scalaire fysische grootheid afhankelijk van de plaats, 
bijvoorbeeld potentiaal of temperatuur. De meetkundige plaats van punten 
die dezelfde waarde van V hebben, wordt niveauvlak (of equipotentiaal- 
vlak) genoemd. Hiernaast zijn stukjes van drie zulke vlakken getekend 
‚> Vp en Vj 
Bij verplaatsing over een 


voor de waarden V 


grad V 





kleine afstand ar, verandert 


V met 


reen AA 


p.< Ay dz ve 








hg 


Dit kan nu geschreven worden als het inwendige produkt van de 


vectoren ar = Îät + jay + kazen ze rech + rechÂ 


Tax * Ay OZ 
Deze laatste wordt graliënt genoemd, dus | | 
zov 2V JV | | 
BEROEE Er Jy Er (29) 
4 ’ 
aV = dr.grad V | (30) 
De ke: van grad V wordt gevonden met behulp van een verplaatsings- 


„vector är, in een niveauvlak. 


Dan moet dV = är, „grad V gelijk O zijn:grad V staat loodrecht op het 
han Voor een willekeurige richting geldt 
av = 





r‚grad V) dus de richting van de gradiënt is 





die waarin de grootheid V het sterkst toeneemt. De gradiënt is een 
operator die aan een scalaire puntfunctie een vectorveld toevoegt. 


Iwee belangrijke voorbeelden van conservatieve krachtvelden zijn: 





1. Het homogene krachtveld F(x) = F (31) 
AE an 
-r 
2, Het centrale krachtveld F(r) 7 Ek £(|T — En (32) 
rr 
c 


B geeft ne plaats van het centrum aan. 


Door een lijnintegraal van deze krachten over een gesloten doch overi= 
gens willekeurige weg uit te rekenen, is aan te tonen dat deze 
krachten conservatief zijn. 

De superpositie van twee of meer conservatieve velden geeft weer een 
conservatief veld; de totale potentiële energie is gelijk aan de som 
van de potentiële energieën van de samenstellende velden, 


In het algemeen zijn velden die van de tijd afhankelijk zijn 


niet conservatief, 


Als er een wrijvingskracht optreedt die evenredig is met de snel- 
heid geldt ma = F — Bv | | (33) 
Vermergvuldiging met v en integratie over de tijd geeft dan: 

2 Dn pe 
EE -B =| Far -f BvZat (34) 
fa 1 1 1 

De som van de kinetische en potentiële energie blijft nu niet constant 
maar een gedeelte wordt in de vorm van warmte gedissipeerd. Het gedis- 


sipeerd vermogen Bv’ is de energie die per seconde in warmte wordt 


omgezet, 
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IIB. 10. Statica voor _ Eén deeltje) ; evenwicht en rust 


Daar voor een deeltje geldt ) B = me, is de meden voor= 


1 
waarde voor een statisch systeem 


ere) of )F, =lF, =)F;, =0 te formulering (35) 
if bk B HL WL B 


De evenwichtsvoorwaarde houdt in dat de krachtenveelhoek gesloten 18. 


Een equivalente formulering van de 





ERA. 
evenwichtsvoorwaarde kan worden 
ontleend aan een zog. virtuele 
verplaatsing. Dit is een kleine m De 
verplaatsing ôr vanuit de even- 5 
wichtstoestand die zo klein is ‘ Î 


dat de krachten op het massapunt 
uitgeoefend daarbij niet ver- 
anderen, 


Il.De virtuele arbeid door de krachten verricht is ) LA ‚ôr en de 
evenwichtsvoorwaarde luidt ) Rs ör = O 2è Een rmulering (36) 
ì 


Daar dit geldt voor elke Aen d virtuele ôr is jf Fn 





Als alle krachten F, conservatief zijn, d.w.z. aPleidbaar uit een 


a potentiële energie B geldt voor de gesommeerde potentiële 





i 
energie E = } E 
P : Mi 
8 III.Een alternatieve evenwichtsformulering is nu |8E = 0 (37) 
Ee : ne > | 
E t it 6E = grad E .ôr = -É..d nn 
Ì ie P; se P; d nad 3e formulering 


De functie oe heeft in het evenwichtspunt een extreme waarde of buig- 


punt en voor * ait evenwichtspunt geldt dan in Cartesische coördinaten: 


dx By A  b En | | (38) 





In het eendimensionale geval geldt voor conservatieve krachten: 





a) als > 0: stabiel evenwicht : E‚ is minimaal | (39) 
ätE | 
b) als = 0: indifferent evenwicht (LO) 
At dE a | | 
KS | c) als er Ë O: labiel evenwicht: B, is maximaal (41) 


Voorbeeld: deeltje met massa m dat hangt aan verticale veer en dat 


de zwaartekracht ondervindt. 














=S le 


Uitrekking x; zwaartekracht -mg; veerkracht +ax. 


Evenwichtsvoorwaarde hl] Ë = 05 -mg + ax = 05 X= 
| aL | 


2 


E = dax? E _ = =mEX E = Jax? — MmEX 
Pyeer | Pgew. | Pp 


oa 


SE, = 0, dat wil zeggen ar /dx = 0, dus ax - mg = 0} X= 


dzE | 
er __ is positief dus het is een stabiel evenwicht. 


Bij een stabiel evenwicht treedt bij uitwijking uit de evenwichtsstand 
een terugdrijvende kracht op, bij een labiel evenwicht een kracht die 
een nog grotere uitwijking uit de evenwichtsstand veroorzaakt (een af- 
drijvende kracht). Bij een indifferent evenwicht is de kracht als ge- 


volg van een uitwijking in eerste orde nul. 


Rust en evenwicht. 

Een deeltje is in rust ten opzichte van een waarnemer als de relatieve 
snelheid deelt je-waarnemer nul is. Een deeltje is in evenwicht ten 
opzichte van een waarnemer als de relatieve versnelling deelt je-waar- 
nemer nul is. In dit laatste geval is Ï = 0, Een deeltje kan in rust 
zijn, maar niet in evenwicht. Een voorbeeld hiervan is een verticaal 
omhoog gegooid voorwerp in het hoogste punt ten opzichte van de aarde: 
de snelheid is O maar de waartekracht werkt en de versnelling is pe 
(naar beneden gericht). Het omgekeerde kan ook voorkomen, namelijk dat 
een deeltje in evenwicht is maar niet in rust, 

Een voorbeeld is het vrije deeltje waarop geen krachten werken maar 
dat rechtlijnig eenparig beweegt ten opzichte van een inertiestelsel. 
Daar meestal objecten die in rust zijn tevens in evenwicht zijn, worden 


deze begrippen vaak ten onrechte synoniem beschouwd. 














II.B. 


„Gd 


11. Harmonische oscillato hibet B Ds Ab Oe BTt rel, 23, 
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De ongedempte vrije harmonische oscillator. 

1,1 Het enkelvoudige geval. 

Een oscillator is harmonisch als de terugdrijvende kracht F op 
de puntmassa naar een vast punt gericht is en evenredig is met 
de afstand x tot dit vaste punt: F = -kx; k is de veerconstante 
of richtkracht. 


Voorbeelden: massa aan een veer, slinger. 


Wet van Newton: F = mX; dus (1) 


Dit is de 2e orde differentiaalvergelijking van de ongedempte 
enkelvoudige harmonische beweging. De oplossing van deze verge- 
lijking wordt verkregen door met Xx te vermenigvuldigen en te 
integreren over de tijd. 


mix + kxx = O. Dit is te schrijven als S(dmi2) + Six?) = 0, 


Integratie geeft: Jmx? + Jkx2 = C. | (2) 
Dit is de wet van behoud van mechanische energie die we ook direct 
hadden kunnen opschrijven daar de (ongedempte) harmonische 
oscillator een conservatief systeem is. Potentiële energie 
(elastische potentiële energie) en kinetische energie gaan beurte- 
lings in elkaar over. Hun som is op elk tijdstip constant. 

De uitwijking uit de evenwichtsstand is het grootst (de zogenaamde 
amplitude waarde) als de snelheid Xx = 0 is. Dan is dus 


bkx? = JKA? = C. De vergelijking voor de oscillator is nu dus 


mi? = k(A2 — xÂ). (3) 
Integratie geeft En / £ at of arc sin  =/ Et + Oe 

Md Je Ae 
Geven we 5 aan met we, dan is de oplossing 


x= Aees (wt + a) met integratieconstanten A (amplitude) en a. (h) 


We kunnen ook als oplossing schrijven 


X = Psinw ot + Qeosut (5) 


waarbij de integratieconstanten dan P en Q zijn. 





Ec 


De hoeksnelheid of cirkelfrequentie is wg 5 /E (6) 


en wordt de eigenfrequentie van de ongedempte harmonische oscilla- 


tor genoemd. De fase is Cn + a). De periode van de oscillatie 
is dan T= 2n/y. (7) 


De projectie van een eenparige cirkelbeweging op een 


middellijn is een enkelvoudige harmonische beweging. 


De kinetische energie is E‚ = 2m? = amw “A*cos? (wt + a) = 
= BKA cos ° (wt + a). 
| | Xx 
De potentiële energie is E = f ksds = Skx° = 
0 
= BKA “sin (wit + a). | 
ede ad (8) 
P | | 
B, TE, _ = 2kAS (9) 
max Pax 
B, =H = 0. De over een periode gemiddelde waarden van (10) 
min Pin 
LJ E En md 2 
E‚ en E‚ zijn E, E, = úkA | (11) 


1,2 Superpositie van twee enkelvoudige harmonische trillingen. 
Zelfde trillingsrichting x, zelfde cirkelfrequentie w. 


Onder andere belangrijk bij de interferentie van licht en geluid. 


Xx, = A sin(wt + as) en Hr Ajsin(wt + a) (12) 


mn 
mm 
q Te an 


2 


Xx, en Xp zijn te beschouwen als de pro- 
Jectie van de met constante hoeksnel- 


heid ronddraaiende vectoren Á, en Á, op 


de X-A5, 

ha de pe 
A A, Aj 2A Apcos(a, a) (13) 
Acosa = A cosa, + A cosa, __(1h) 
Asina = A,sina, + Ajsina, | (15) 


A sina, + A„sina 
A cosa, de 


tga (16) 


5 lj 
De superpositie leidt tot een enkelvoudige harmonische 
trilling met dezelfde frequentie als de samenstellende 
trillingen. De amplitude A en de beginfase a kunnen eenvoudig 
worden berekend. x= Asin(wtta). 
Bijzondere gevallen: | | 
a) als a, =S Ap: beide trillingen in fase: A SA t As a=a,: (17) 
constructieve interferentie, max. intensiteit. 
b) als a 


‚ = @p- M3 beide trillingen in tegenfase: A = Be A (18) 


a = A4: destructieve interferentie, verzwakking c.q. uitdoving. 


c) als a, = a, + 5 zijn de harmonische bewegingen zogenaamd in 
kwadratuur (dew.z. 90° faseverschil). 
1 | iN 
A = (A, ° + Als a=a, + arctg Ee (19) 


1 
b) Zelfde trillingsrichting x, verschillende frequenties wen wo 


Fysische betekenis: zwevingen en modulatie. 


Xx, > A,sin(w 


‚tra,) en x= Aosin(w,t+a,) (20) 


o)t t a,- Go 
en dus niet constant. De resulterende vector A heeft geen constan- 


De hoek tussen de eenparig roterende vectoren is (wo, -w 


te groôtte en roteert niet eenparig. De beweging x = x‚+ Ko is dan 


ook niet enkelvoudig harmonisch. De amplitude van deze beweging is 


= [A24 A2 5 n 5 
A [A, Egt 2A Ajcos{(w, wt + a, a} _ (21) 
en oscilleert tussen A, + A, en JA, — Al met cirkelfrequentie 
4 ars Uig | 


Dit verschijnsel wordt amplitudemodulatie genoemd. 


Bij geluid spreekt men in dit geval van zwevingen. 


Bijzonder geval: A, = Aj. Dan is 
5 E n n 
À 2A cosz{(w, w_‚)t + aL, a} (22) 
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Grafisch beeld: 





ec) 





Onderling loodrechte richtingen x en y., dezelfde frequentie we 





Onder andere belangrijk bij verschijnselen met gepolariseerd 
licht: kristaloptica. 
x = Asinwt; y = Bsin(wt+ö) (23) 


Faseverschil ô. 


1) 8 = 0, volgt y == x lineair gepolariseerde trilling (2h) 


2 2 | 


2) ê= rt + 5 = 1 elliptisch gepolariseerde trilling (25) 


De coôrdinaatassen zijn de assen van de ellips. Als A = + B 


>| vd 


is de trilling circulair gepolariseerd (Links of rechts afhan- 
kelijk van teken). 


In het algemeen is het verband tussen x en y‚ door eliminatie van 


< E ; 
t verkregen, kwadratisch, en daar -A 2 X as A en -B = y 5 B 1s dit 


verband grafisch gezien een ellips. De assen van de ellips vallen 


in het algemeen niet samen met de coördinaatassen. Superpositie 
van een links en rechts circulair gepolariseerde trilling: 
links circ.: Xx, = Acosut; D= Asinwt (26) 


rechts circ: Xo S Acos(wt-8); PN -Asin(wt-ê) (27) 


8 Ö ee 
x= in, = 2Acos(wt — 5)eos Ee Ea en 


2 


oheos tut» 2)sin 5 (28) 


De x en y componenten van de resul- 
terende trilling verschillen niet 
in fase, dus die trilling is line- 


air gepolariseerd (geval c 1). 


D= 


à) Onderling loodrechte richtingen x en y en verschillende 
frequenties w‚ en w‚. 

_ Als de verhouding w‚/w, rationaal is, wordt er in de resultante 
een gesloten figuur beschreven: een Lissajous figuur. De functie 
is periodiek. Als de frequenties zeer weinig verschillen, door- 
loopt de resultante successievelijk alle elliptische krommen 
overeenkomstig het faseverschil dat lineair met de tijd verloopt: 


x= Asinw,t; y = Bsinlw,t + (wow, dt} = Bsin(w,t+et) (29) 


1,3 De enkelvoudige mathematische slinger, 


D Massapunt m in punt P, strak koord. OP, 
ee m(# — r02) = mgcos6 - S (30) 
ie m(rê + 216) = — mgsinô. (31) 


Nu is r = 0 en f = O vanwege het strakke 
koord zodat de bewegingsvergelijkingen 
worden met r = OP = 1: | 
_m1e? = mgcos6 — S en (32) 
m1e = -mgsine . (33) 
De eerste vergelijking legt het verband 
tussen de spanning in het koord S en de 
centrifugaalkracht m162. De tweede ver- 
gelijking wordt lineair als 8 zo klein is 


dat de benadering sin0 = 0 (3) 





geoorloofd is. Als dit het geval is, wordt 
de oplossing van deze vergelijking 


0 = 6 sinlwt + a). (35) 


waarbij |w = JE | (36) 


en de periode T = 2r/w = onl 5 onafhankelijk van de massa m,. 


6) de amplitude en a de beginfase zijn integratieconstanten. 
Voor grotere uitwijkingshoeken mag de benadering sinô, = de niet 
worden toegepast. De oplossing van de differentiaalvergelijking 
is dan aanzienlijk gecompliceerder dan in het benaderde geval, 


De uitdrukking voor de slingerperiode wordt dan 
/1 1d Deh | | Ee 
1 == mms + 5 p eee ese 
it 2T ri + Ren 20, ran sin 20, ) (37) 
bites B Bebi BT, ne 19Ta 


T' is niet meer onafhankelijk van 6 


| ord en 
o Als JN 90” is T' = 1,16 T. 
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2. De gedempte vrije harmonische oscillator 


In de bewegingsvergelijking staat nu een dempingsterm als gevolg van 


de wrijvingskracht Bk die evenredig met de snelheid verondersteld is. 


MOEKE (39) 


Lineaire homogene differentiaalvergelijking van de 2e orde, 


Oplossen met behulp van probeerfunctie: X =Ge't, (39) 
Substitutie hiervan in de differentiaalvergelijking geeft de zog. 
karakteristieke vergelijking mh? + BA +k = 0 (40) 
B Bo k 3 | 
= mn me mgee ee 
Oplossing A2 zate heel alt, (41) 


Er kunnen 3 gevallen worden onderscheiden: 


2.1. Het overaperiodieke geval of overgedempte geval. 


B2 > h km. Sterke demping. De discriminant van de vierkantsverge- 


lijking is positief en de waarden van zijn reëel en negatief. 


De oplossing van de differentiaalvergelijking is | 
x(t) zAe it + Be ot | (42) 


waarbij A en B door de beginvoorwaarden zijn bepaald. 
Xx is de som van twee asymptotisch tot O naderende e-machten en 


het massapunt kruipt" naar de evenwichtsstand. 


2.2, Het periodieke geval. 


B2 < h km. Zwakke demping. De discriminant is negatief en de waar- 


den van A zijn complex geconjugeerd. Stel /k/m = Wo (de cirkelfre- 


quentie van de ongedempte trilling en — - Ge)? = w‚S (43) 


De algemene oplossing van de differentiaalvergelijking is dan 


x(t) = e Le si & Eat ke of op reële basis geschreven 







(hb) 
_D (amplitude) en 6 (fase) zijn de integratieconstanten, w, de 
1 


| | 2 
cirkelfrequentie: u, (wo? - m2) (15) 


« (amen) Dit is de eigenfrequentie van 
Max In 
de gedempte harmonische 


oscillator. 
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Het logarithmisch decrement ê is gedefinieerd als 


EE | _ 
sel (56) 


Snax’ n+1 
| et, | 
_ Ae | _ BT _ Br | | | 
a (am) 
ee selt, + T) 1 E | 
2m n 
Ae | 
als _ r= = de eld: van de gedempte oscillator is. 


| 1 
Zee Het aperiodieke geval, 


B? = bh km. Dit is het geval van zogenaamde kritieke demping. 


De discriminant is O en de wortels A; en À zijn reëel en gelijk. 


B | Ë 
hie Am e | | id 
De oplossing x(t) she" _ heeft slechts één (49) 


integratieconstante en is dus niet de volledige oplossing. 
Stel dat de volledige oplossing is x(t) = dje (50) 
waarbij u(t) een nader te bepalen functie is. 


Substitutie van deze oplossing in de differentiaalvergelijking 


| À ze ° | | 
(38) geeft: e E Cmt + (2m + BU + (m4 BA + Kk)u} =0 (51) 
In het aperiodieke geval is A=- En en daar 


mA* + BA +k =O (de karakteristieke vergelijking) zijn de 


coËfficiënten van u en u gelijk nul. 


Dus is ook ü = O0 waaruit volgt u= A + Bt | | (52-53) 
zodat de algemene oplossing is 

ken | | 

| | | Ben | 
x= (A+ Biet of xee WM + ce) (5h) 


met A en C als integratieconstanten. 
De waarde van x gaat tamelijk snel naar O zonder traag te kruipen 
zoals in geval 2,1.) en zonder oscillatie om de evenwichtsstand 


zoals in geval 2,2.) 


De energievergelijking van de gedempte harmonische oscillator en 
de Q-vearde, | 


De energiedissipatie per seconde is Fx = BX2. Volgens de wet van 
behoud" van energie moet dit gelijk zijn aan de vermindering van 


‘mechanisch vermogen. Dit volgt eenvoudig uit vermenigvuldiging 





=D 


van de krachtwet met de snelheid: 


mi + Bk + kx=0 of mit + BX +kxk =O of 


d_ 2 e 2 d B, jn En e s En e 2 (ce 
m rad ) + BX + 1k ae ) © of. E, + ee BX (55) 


Voor veel oscillerende systemen met relatief kleine demping is 
het gebruikelijk de kwaliteitsfactor of Q-waarde op te geven. 


Deze grootheid is gedefinieerd als 


En Totale energie in het systeem (56) 


energievermindering per periode > 
De totale energie wordt berekend door $mx* + kx? te middelen 
did . . . . . . 
over een periode. De energievermindering per perlode is de nega- 


tieve tijdafgeleide van de totale energie vermergvuldigd met T, 


Bij benadering geldt: 


EE + E, 2 Kk 2 eN mw, 
ee an Sd ee (57) 
BXÊT BXxÊT grz PT B 


Hoe kleiner de dempingsfactor 8 is, des te groter is Q. 





ne 


3. De gedempte gedwongen harmonische oscillator 





Hierbij is behalve de dempingskracht ook nog een uitwendige 
kracht werkzaam, Er kunnen verschillende bijzondere gevallen 
worden onderscheiden. | 

3.1. Vanaf t = O werkt een constante kracht F 
Stel x(0) = 0 en Xx(0) = 0. 


Voor t > 0 geldt mi + Bi + kx = Fol | | (58) 


F 
Stel u = Xx EE ‚ dan Is mü + Bûü + ku = O0, Deze differentiaal- (59-60) 


0 





vergelijking is in het voorgaande reeds opgelost (verg. 2h, p. bh). 
Het gedrag van x(t) met x(O) = O en X(0) = 0 is in de figuur 
weergegeven en wordt sprong= 
kerekteristiek genoemd. 
Eigenschappen van apparaten en 
systemen kunnen bepaald worden 
uit sprongkarakteristieken. 
(Stuureffect, snelle aanpassing 


aan nieuwe condities). 





Jade Op het massapunt werkt gedurende korte tijd, At, een kracht- 
stoot f F(t)ät. Stel de krachtstoot komt op tijd t = O0 en dat 





ât Fit) x(0) = O en X(0) = 0, | | 
mi + Bk +kx= F(t) voor 0 St S At (61) 
Integratie over At geeft 
flmt + Bk +Kx)ät = fr(t)ät (62) 
At At | 
At EER 4 


Vanwege de traagheid van het systeem is na een tijd At x nog 


zeer klein en geldt fkxät =0 en f Bkdt = O. Dan 1s 

At Ab 
f mtat = mk(At) - mi(0) = | Fat | | (63) 
At At 


Na de tijd At kan het probleem opgevat worden als een vrije 


oscillator met beginvoorwaarden x(0O) = O en x(0) = _ f Fat (6) 
| At | | 


waarbij t = At als nieuw nulpunt voor de tijd wordt vastgesteld. 


Als de oscillator nu aperiodiek (kritiek) gedempt is, is de 








Ole 
Er rk 
oplossing te schrijven als x(t) = Ae Ï_ + Bte zi (65) 
| | oe BB „Et 
Daar x(O) = O0 is A = 0; dan is k(t) = Be “PT _ orde (66) 
Nuis #(0)=— f F(t)ât (67) 
| At | 
dus is B = 5 f F(t)at zodat de oplossing wordt 
‚87 
x(t) =te A, — f rat (68) 
| At B 
"om © 
Stel pm Fdt = a, dan is x(t) = ate en 
At 8 B | 
at | at 
x(t) =ae ne Se SU 
2m 
k(t) =O alst = SL en dit betekent dat x SL 8 frat. (69) 
B max eg eB 


At 









Door en te meten kan de grootheid 
/ | 1 _ è 
„ / Fat worden bepaald. x= 55 | Fat 
AL 4 AE 
At 





Dit is de zogenaamde ballistische methode. 


Jeude: Op het massapunt werkt een periodieke uitwendige kracht 
Focoswt. Gemakshalve schrijven we in plaats van Foeosut de 
complexe uitdrukking F ee, a = coswt + isinwt. (70) 


0 
Elke fysische grootheid zoals uitwijking, snelheid, kracht, is 


reëel en we vinden deze grootheden door het reële gedeelte van 


de complexe uitdrukkingen te nemen. 
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mi + Bk + kx e= roert | | (71) 
Als de stationaire toestand is ingesteld, oscilleert het systeem 


met dezelfde frequentie ais de uitwendige kracht. 
Oplossing van de differentiaalvergelijking proberenderwijs: 


x= pei(ut-d) 


(72) 
A en $ zijn integratieconstanten: A is de amplitude, & het fase- 
verschil tussen kracht en uitwijking. Substitutie van de probeer- 
oplossing in de differentiaalvergelijking (71): 

— mwA + iBwA + KA = F cos + iF Sind Oe (73) 
Reële en imaginaire delen gelijkstellen: 


Alk — mw?) = FQCOst, BwA = Fosind, dus is 


AÎ(k — mw2)2 + 822? = Ber waaruit volgt 


Fo 
AF (7h) tgò = 


V{ (kem) + wg?) 


De reële oplossing is dan 


wB 


k — mw 


(15) (74-75) 










F 
Xx = 


eos (wt —_ ò) 


V{(k-mw2)2 + w2B2} 


Deze oplossing representeert de stationaire toestand en worât der- 


(76) 


halve met x,, aangeduid. De algemene oplossing van de inhomogene 


differentiaalvergelijking boven wordt verkregen door bij Xt OP 


te tellen de oplossing van de homogene (gereduceerde) vergelij- 
king met tweede lid gelijk nul: mi + BX + kx = O0 


De oplossing hiervan, voor het periodieke geval, is 


wt + 0) (77) 





het zogenaamde inschakel- of aanloopverschijnsel (transient 
solution), aangegeven met X‚j* De volledige oplossing is de som 
van het aanloopverschijnsel en de stationaire toestand: 


XF Xt F Kir (7) 
In de stationaire toestand die na enige tijd bereikt wordt als het 
aanloopverschijnsel door demping is verdwenen, is de uitwijking $ 


in fase achter bij de kracht. Met wg Vie/m, de cirkelfrequentie 


ik 





5 Fe 


van de ongedempte vrije oscillator is 


bs ws 
mut w2) 
Als w klein is, is $ klein. Bij w = Wo 


van B. Als w >> w gaat $ naar mT. 


0 


Alw) 


(79) 


is & = 1/2 onafhankelijk 





De lijnen a hebben betrekking op het geval 8= O0: geen demping 


De lijnen b hebben betrekking op het geval 8> O: middelmatige demping 


De lijnen c hebben betrekking op het geval 8>>0: sterke demping 


Voor de amplitude als functie van de frequentie kunnen we met 


2 


0 schrijven: 


50 


(mw? En we)? d weg} 


De maximale waarde van Alw) wordt gevonden uit —= 0, 
w 


k = mw 


Alw) = 





Dit treedt op voor 





2 
resonantiefrequentie en de waarde van Anax is dan 


Fo Ëo 


A me z Bu je 
Dr er aad w 
sa, nú 1 


Dit geval wordt amplitude resonantie genoemd. Het fysisch 


(80) 


verband 


lie 


tussen Alw) en w is de zogenaamde resonantiekromme, 
De resonantie amplitude A gaat naar «© als B > 0, 
Het verschil tussen de rescnentiefrequentie wen Wo is groter 


naarmate B groter is. In het ongedempte geval is ww 


0 
| f rijk 
Opmerkelijk is dat de resonantiefrequentie ws (of - 5) 


niet precies gelijk is aan de eigenfrequentie van de vrije gedemp- 
/ 2 
z Ann 8 


Voor kleine waarden van de dempingsfactor is de amplitude A 


te oscillator: ap 


À | 
gelijk aan Se voor w= W +5 | (8h) 


zn is de halve breedte van de resonantiekromme op een hoogte 75 


van de topwaarde. 
Bewijs: A 
De waarde van de amplitude is 5 zodat 


Bw, /2 = (mw - we)? + BLW} , (85) 


Als benadering vervangen we w, door Wo (kleine demping) en w 


ook door Wo behalve in het verschil 


Dan volgt Blog = m(w 


ke 


-w)?. (aw)? of wo we we +5 (86) 


0 0 2m 
Âw B 8 Ì Bn 
mn Tj me TO me TT Oh mm }  emnaensd 
Dus is oo Zomo ta! met ô = het (87) 
logarithmisch decrement en Q= en de kwaliteitsfactor. 
De snelheid van de oscillator in stationair 
- wFosin(wt-é) 
trillende toestand is X= mmm (88) 


V(k-mw)2 + wege 
De maximale waarde van de snelheid als functie van de tijd is 
wi | 
. 0 | 
ni (89) 
V(k-mw)e + weg? | 
Dit zou de amplitude van de snelheid genoemd kunnen worden. 


Deze snelheidsamplitude is een functie van w en bereikt (exact) 


een maximale waarde voor lo = Vn | Vk /m | (90) 


—6 5 


dx 
zoals eenvoudig volgt uit I= 0, 


Dit is precies de cirkelfrenmentie w. van de vrije ongedempte 


harmonische oscillator. nnen an treedt dus —- in tegen- 
stelling met amplitude resonantie =- op bij een frequentie die on- 
afhankelijk van de demping IS. | | 

De waarde van de snelheidsamplitude in het resonantiepunt is 


Fo 


ie ns | (91) 

Uit een vergelijking van de uitwijking met de snelheid volgt 

dat de snelheid 90° in fase voor is bij de uitwijking. 

F = Focoswt, Als $ het faseverschil is tussen kracht en uitwijking, is 


x = Acoslwt-b); Xx = Awsinlwt-d) = Awcos (wt-d+ 5) = Awcos(wt-y) 


met y= d-L,tgò=-—. 


& tgYy 
Ee | 
tgb = rez > tgy = rn (92-93) 


y is het faseverschil tussen kra 





resonantie is mw? = k en 





Dus tay = 0 en y= 0: 
de kracht en de snelheid zijn met elkaar in fase. 

Bij amplituderesonantie is het faseverschil tussen kracht en 
uitwijking 90°. 


De arbeid door een uitwendige kracht F _coswt op een gedwongen 


® 
gedempte harmonische oscillator in stationaire trillingstoestand 


verricht, is gelijk aan de door de wrijvingskracht als warmte 
gedissipeerde energie. Per seconde is deze arbeid 


W = XF cosut = AwFeos(wt-y )cosut = AuF ,(cos“wtcosy + Ssin2wtsiny) (9) 


Daar cosfut = $ en sin2wt =O (gemiddeld over één of een geheel 


aantal periodes) is het gedissipeerde vermogen 


W= bAuF cosy +495) 


Substitutie van formule (Th) en cosy‚ afgeleid van formule (93): 
F 





en cosy = GE geeft 


ve 0 
VL (k-mw2)2 + w2g2} V{(k — mw)? + WB) | (96-97) 


A 


(98) 





En 


Bij snelheidsresonantie (y = 0) 1s de energie overdracht 

van de uitwendige kracht aan de oscillator maximaal; 

daarom wordt snelheidsresonantie ook wel energieresonantie 
genoemd. | | OO 

Dit kan door de volgende formulering nog worden verduidelijkt. 


Het vermogen door de dempingskracht gedissipeerd,is 


W = BX? = BAZWwZecos? (wt -— yY). | (99) 


Gemiddeld over êên periode is dit: - 





pa eit KAN 
W = FBA wel «5 4 Kk ‘ (100) 
Ede A Ô | 
Fo 
Uit (96) en (97) volgt A = zg COSY (101) 
en dus is 
_ EF 2eos?y 
OE 


eg 
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III. MECHANICA VAN EEN SYSTEEM VAN DEELTJES Bites AE 2 28 Oe Te 


LIE sÂs Zwaartepunt (of Massamiddelpunt) en Zwaartepuntsbeweging. 


Gereduceerde Massa 


De positie van het SNSAEEPE is gedefinieerd door de plaatsvector 


als Be de plaatsvectoren van de deeltjes (1) 





met massa m, Ze ) ms M de totale massa der deeltjes. De coördi- 


[ass 





=| 
ef! 
B 
He 
Ps 
H 
En 


naten van het zwaartepunt zijn: Xx, 5 


) mz, d 


@ 


En 


De naam zwaartepunt refereert aan gewicht en betekent het aangrijpings- 
punt van de resultante van de gewichten van alle deeltjes. Daar het 


zwaartepunt ook van grote betekenis is voor veel andere dan '"gewichts= 


Eva hee rit Iers kane he er rn ner na dee ETE na Pet ien dn ee rn en eea dn ie ade on Eren Ame 3 Jed ve riete he ien been Aran edere ber een end ae EREN wtnrbearscrk ein hartge male keet ze een oee gein ten Ce int ep regeer Ep en Ct nd epen rain 
Ee ; 5 EEP ze ne nn oe nt dn nd nn EE ei dt 


verschijnselen" is het eigenlijk beter om van massamiddelpunt te spre- 


“met, 


ken maar het woord zwaartepunt is in het Nederlands sterk ingeburgerd. 


a en 


In het Engels is de uitdrukking: center of mass. 


De tijdafgeleide van zwaartepuntsvoerstraal is: 


Kd ie > | " 
= + ) m. Fi = V- Noemen we nm, r; -) P; = P de totale impuls van 
1 1 


RN > 
het systeem dan 1s B | | (3) 


Het systeem van deeltjes kan dus formeel worden opgevat als een massa 


& 
r 
Z 


punt met massa M in het zwaartepunt dat met snelheid v‚ beweegt . 

Als er geen uitwendige krachten op het systeem WEEKS is de HEWGELDE 
van het zwaartepunt eenparig: P is constant. 

Een coördinatensysteem met de oorsprong in het zwaartepunt dat met het 
systeem van deeltjes meebeweegt, wordt zwaartepuntstelsel genoemd. De 
vectorsom van de impuls van alle deeltjes gemeten in dit stelsel is nul. 
Het verdient vaak de voorkeur om een probleem in het zwaartepuntstelsel 
te formuleren in plaats van in het laboratoriumstelsel; bijvoorbeeld 
bij botsingsproblemen. 


Als er een uitwendige kracht F° op het systeem werkt, is |P = Fe 


paar | = wà | is |F = Ma, | (4) 
Het ANREELE DU beweegt Te er een kitwerdide kracht Fe werkt op een 


puntmassa M = ) m, in het zwaartepunt. 
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Systeem van 2 deeltjes. Deeltje 2 oefent op deeltje 1 een kracht AE 


deeltje 1 op deeltje 2 een kracht Pe uit. Volgens de 3e wet van 


ha | | | 
Newton is F,, = - 21" ee " k5) 
Als de uitwendige kracht op deeltje 1 F, is en op deeltje 2 F‚; dan 
ae >e > 5 >e > > 3 de e | 
isp, =P *Pios PoF tFojs Pep, *Po= F+ EF daar Pot Boi 8 
In het algemeen voor n deeltjes dus PÉ = ) Fr | (6) 
| d 


De uitwendige kracht die werkt op een systeem van deeltjes is dus gelijk 
aan de som van alle uitwendige krachten die werken op alle deeltjes. 
Gereduceerde massa. | 

Van twee deeltjes waarop geen uitwendige krachten werken, kunnen de be- 


wegingsvergelijkingen als volgt worden geformuleerd: 


F = mr PF. = mr 
eet ee a 
ES 5 1 1 
== ee _ A and den: 
Daar ES en is r‚- Fr, (nn, Pr 
ke > ke > he Ii > 
{= Fo = Yjo is de versnelling an 
m, ten opzichte van 0. (Zie pag. +9) 
EN _ 12 
Dus a, = ee * a, Fre gi Ps (7) 


u wordt de gereduceerde massa van het 


systeem van m, en m, genoemd. 


(8) 





De relatieve beweging van twee deeltjes is dus equivalent met die 
van Één deeltje met gereduceerde massa u onder invloed van de 
wisselwerkingskracht Fo 


De beweging van twee deeltjes m, en m, kan in het algemeen formeel 


gescheiden worden in twee bewegingen: 
1) de beweging van een puntmassa M = m, + mn, in het zwaartepunt en 
' mt 
2) de beweging van een puntmassa u= == met snelheid 
| | m,r Mm, 
oe = v, = Ve Dit kan eenvoudig worden bewezen door te laten 


zien dat de impuls van de beide deeltjes 





II.B. 


m, en m, t.o.v. het bewegende zwaartepunt gelijk is aan resp. +uv 


En 





jo en 
> 
=UV4o* De snelheid van het zwaartepunt is namelijk 
> mr mp | 
NT TE zodat de snelheid van de deeltjes ten opzichte van het 
B ie m2 n 
Zwaartepunt resp. ———= en =— is. (Galilei transformatie) 
| | m,t m m,t+ m 
oi Sa ik | 
Hun impulsen ten opzichte van het zwaartepunt zijn LV 45 en HV 


(de som is nul). 


Als de deeltjes m, en m, dezelfde massa hebben, is u = Jm; als 


| mm, << er lS 8 
_ 1 rv 1 
u= n, ny m, (1 — m) (9) 
| + _—= 
En 


Impulsmoment en Behoud van Impulsmoment 


Voor êén deeltje is het impulsmoment Í= rp en het verband tussen 
N Î > 
krachtmoment É en 1mpul smoment dis M= J (Zie II.B.6). Voor twee 
4 


> 


| g ee Re F „A | 
deeltjes: M = J., en M, B dus M + M, Tid+ d). 


1 Ì 


Uitwendige krachten j en Ps Inwendige krachten F > en ONE 
3e Wet van Newton: F s Ff M = r x(F + F ) = r X FP + r X F 
A eN 1 1 12 


Ì 1 1 1e 


: A > % > > 
Á, = roxlÊt oen Et 
M+M =roxE tx Ee + (ro FF. 
1 © 1 1 fe 2 2 1 21 
Als Po = -É de richting heeft van Da: wat voor interne krachten in 
EE > > > 3 5 >e >e Rd 
het algemeen geldt, is Eon ANT = 0, dus J‚+ Ĳ = M, + M‚; waarbij 


Le en M, de momenten zijn van de uitwendige krachten. In het algemeen 


geldt voor een systeem van meer deeltjes Ki =M (10) 
waarbij d= ) d, en MM = En 

De vanen van het totale impulsmoment per sec. t.o.v. een wille- 
keurig punt van een systeem van deeltjes is gelijk aan het moment ten 


opzichte van ditzelfde punt van de uitwendige krachten die werken op 


het systeem. Als het moment van de uitwendige krachten nul is, Is het 





totale impulsmoment van het systeem constant in richting en grootte. 





Dit is de wet van behoud van impulsmoment. 


rn rr Pied vr vern nd ee en ARE in EE El Ln 











An 


Impulsmoment in het zwaartepuntstelsel. 

De wet M = ö geldt voor een systeem van deelt jes niet alleen in een 
inertiestelsel maar ook in het zwaartepuntstelsel, een stelsel met de 
oorsprong in het willekeurig bewegende zwaartepunt van het systeem ter- 
Wijl de assen evenwijdig blijven aan de assen van het inertiestelsel. 


. je > Z ad De ‚e 
Dan 1s Ei = Ee + Ee 8 Ee Is de voerstraal van het 1 (11) 


En ni > 
deeltje vanuit de oorsprong van het inertiestelsel, Lr, de voerstraal 
van het zwaartepunt en B de voerstraal van het i° deeltje vanuit 


het zwaartepunt als oorsprong. 


5 5 z 5 | > > Z > | 
r.=r. +r of OV. Vs + Ws dus (12) 
ï 1 Z ï il Z 
> > > > | 
de ) L. my. =S )(r.° +r) xm(vrty)= 
bi Ea ai Z sa | z 
1 1 
Ee 4 can Aes > > Z > > 
= .r. St .r. + ) m. 
m‚r; * vs; m,r; * v, Lr,” Vi + ) mr, v‚ (13) 


De tweede term van deze vierterm is O vanwege de definitie van 


ak | . e ° 
zwaartepunt : ) mr; = 0. Het bewijs hiervan is als volgt. 
1 
4 a ; + > 2 > s kkk 
Yr. =r. + r ; dus 1s /m.r. = )m.r. + )m.r ‚. Nu 1s per definitie 
ad 1 Z & 1 jg 1 & | 
> > E > > n > Z 
) nr. sM fr eh ook 1e ) Hr SMT $ dus as m.r. = 0. (14) 
1’ 1 Z 1 2 Z de 
De derde term van (13) is ook O, want 
| > > Z id > Z > Z > z 
hi m.r X Vv. =rY_ X ) m. Vv. en ) m.v. = ) m.r. = 0, 
A 1 Z ek Se! LE En 
1 1 1 1 
> Z > Z > > 
Dus $= mT Or PE Xn (15) 
| ER: 1 7 12 Z 


De laatste term kan geschreven worden als L= r, X P waarbij P (16) 
de impuls is van de totale massa van het systeem geconcentreerd in. 


het zwaartepunt. Deze term wordt baanimpulsmoment genoemd . 


Rt > PD EN: de eas 

De term } m,r; X MS geeft het impulsmoment van de (17) 
1 

beweging ten opzichte van het zwaartepunt aan en wordt 


3 
spinimpulsmoment S genoemd. Beknopt geformuleerd: 





III. C. 


stie 


Het totale impulsmoment é) kan dus worden beschouwd als de vectorsom 


van het baanimpulsmoment L en het spinimpulsmoment S. 


Differentiatie naar de tijd van (18) geeft met het oog op (16) 


ae Ld * id id . ° 
J=8 + rx p ED, x Pb daar B en P dezelfde richting hebben, is 
r,xbe=g0; d=B+r xP. (19) 
Nu gelät M° =) r‚xF.° =}) r.äx RC 4 Vr xFS=m tarx) ES 
k a s 1 d PZ 1 z & ii 

| af 1 ì 1 

Verder is M” =Ì en  B-)Ê®, (20-21) 
ez _ à : | 
dus is M° =8, (22) 
Er resulteren tenslotte drie bewegingsvergelijkingen: 
(23) 






: de rdatie van het zwaar-(2l) 
tepunt; 


: de draaibeweging van het systeem om (25) 


3) | S= rf xe =M 
i 


het zwaartepunt (spin) onafhankelijk van de beweging van het 


zwaartepunt. 


De spinbeweging en zwaartepuntsbeweging kunnen dus van elkaar 


worden gescheiden (gesepareerd). 


Kinetische Energie en Behoud van Energie 


We beschouwen gemakshalve weer twee deeltjes met massa m, en m, 


waarop uitwendige krachten É, en i en inwendige krachten Fo en Pen 

werken. Voor meer dan 2 deeltjes gelden analoge formules met dezelf 

de resultaten. 

ma, =P, +Ps ma =F +È. Om een uitdrukking voor de energie 
1 1 1 12° ee z 21 

te krijgen, worden deze krachten scalair vermenigvuldigd met lijnele- 

menten, resp. är, en är, dat zijn de verplaatsingen van m, en m, 

in de tijd dt langs hun baan. | ‘ 


m adr =F dr. + Foar maar 


> > > > 
hae Mk 15 PB dr, FP Foedr, + bar 


2 2 è 21e 


72 


Optelling: | 
> > > > A > > rd 
° + e ==, ® e . = 
ma, dr, ma, dr, ij dr, + F, dr, + Fo dr ‚> daar Fo EF, 
| > > es 
| adr = ver dt = v.v ât = v.dv 


f >> rk OE nn > 
Ô oe mf vdv, B mf VdV = |E -ar, + F_.dr,) ki f F‚-ar (26) 


De integratiegrenzen van de integralen in het linkerlid zijn begin- 


12 


en eindsnelheid, de grenzen in het rechterlid de voerstralen van 
begin- en eindpunt. In het linkerlid staat dan de toename van de ki- 
1 [ 
2 + 2mv° | e, (27) 
1 
in het rechterlid de arbeid door de uitwendige krachten verricht AW“ 


netische energie AE = | äm,v 


k 1 


en de arbeid door de inwendige krachten verricht AWT, dus is 


DE, = AW + AW | | | (28) 


De toename van de kinetische energie is gelijk aan de arbeid door uit= 
wendige- en inwendige krachten samen op het systeem verricht. Als de 
inwendige krachten conservatief zijn, bestaat er voor deze een poten- 
tiaalfunctie en geldt Aw = tr, de afname van de inwendige 
potentiële energie. Als de uitwendige krachten ook conservatief zijn, 
geeft dit voor AwS een potentiële energieverandering AE’, In dat 


geval is A(E + B + B) = 0, dat wil zeggen de totale energie van 


k 


het systeem | 
E‚ & B + B = C 1s constant als alle krachten, (29 ) 


inwendige zowel als uitwendige conservatief zijn. 


Energiestelling in het zwaartepuntstelsel. 
2 
ee 1 2 1 A > 2 ze 1 Z 1 2 > 30 
E ) em, V‚ ) em, (v‚ + in, ) 2m,v, + ) am, vS + ) mv, V, (30) 
e A B A 1 
î vÀ î n É n 
Nu 1s ) bm, Vv, ‚= B, de kinetische energie van de beweging ten 


opzichte van het zwaartepunt. 


> ZL > > > Z KS d > Z bed 
M.V. +V S Ve ) M.V. = V_ —() m.r. ) = O0 wegens de definitie 
Pe 1 1 Z Z 6 11 Z ee 
1 il L 
van zwaartepunt. 
1 
) Jm‚v 2 = 
7 1 Z 


3Mv, de kinetische energie van een deeltje waarvan de 
d | 


massa de totale massa van dit systeem is met de snelheid van het 





TJ 
minnen Dus is | E‚ = 44 3Mvy 2 (31) 
k _ Lok E, at | | 


_ Evenals het impulsmoment kan ook de kinetische energie in twee termen 
worden gesplitst, een term voor de beweging ten opzichte van het 
zwaartepunt en een term voor de beweging van het zwaartepunt. 


Voor twee deeltjes is E, = EUV, o° ; zie pag. 76. | (32) 


Overzicht van de formules van de mechanica van een systeem van 
deeltjes: 


Kinematische vergelijkingen: 
D= My 8 J=L+8 met L = E xb en Î= ) m,r; X ve (33-36) 
2 


Dynamische vergelijkingen: 


e e Kd 
> ne 


P= Mr = ) RE J = M, te splitsen in L= rx Den 8 =M2, (37-40) 
7 
Energlievergelijkingen: 
E‚ + B + B = C voor conservatieve inwendige en uitwendige (h1) 
krachten; | 
De En 2 
E, =E, + 3Mv, ; | (he). 


TLEs De Botsingen 


Bij een botsing tussen twee deeltjes Is er veelal slechts een kortston=- 
dige sterke wisselwerking gedurende de tijd Tr dat de deeltjes elkaar 
raken. Voor en na de botsing oefenen de deeltjes geen krachten op el- 
kaar uit en de potentiële energie der wisselwerkingskrachten is dan nul. 
De deeltjes bewegen voor en na de botsing eenparig. 


Stel m, en m_ hebben voor de botsing de snelheid resp. u. en ús na de 


1 2 | 1 
botsing v‚ en Ve Volgens de 3e wet van Newton is tijdens de botsing 
ge = rs De tijdintegralen van deze krachten, (dat wil zeggen 


krachtstoten) als de deeltjes een tijd T met elkaar in contact zijn 
T T í | Tt 
geweest, zijn f F odt en f Fäts dus is f F „dt + f Ect = 0 (43) 
0 0 0 ® 


zodat de totale impulsverandering nul is. 


Hieruit volgt |m U. + mu, = m‚Vv, + mv (bl) 
| 11 ee 1 1 e è 


Dit is de wet van behoud van impuls (een vectorvergelijking) die univer- 


seel geldig is voor alle soorten botsingen. 








Th 


Een grootheid waarmee de soort der botsing gekarakteriseerd kan worden, 


A 


(45) 


is de zogenaamde restitutiecoëfficiënt Co ee 
| | u, = Up | 

de verhouding van de absolute waarden van de relatieve snelheden na 
en voor de botsing. | OO | 

Botsingen kunnen worden onderscheiden in centrale- (of rechte-) en 
niet-centrale (of scheve-) botsingen. | | 

Bij centrale botsingen bewegen de massa's m, en m, voor en na de bot- 
sing langs dezelfde rechte lijn. 

Verder kunnen botsingen worden onderscheiden in elastische-, niet 
elastische en volkomen inelastische botsingen. 

Bij een dastische botsing is er behoud van kinetische translatie-ener= 
gie. In het geval van een elastische botsing van de deeltjes 
m, en m, die voor de botsing de snelheid resp. u. en ù, en na de 


1 2 
> > 
botsing de snelheid v‚ en vo hebben, gelden dus de twee 


behoudswetten: 

ST So 

de 3 2 ej | jn 
£m,u,“ + Amu, Bm,v,S + 2MVo | (47) 


De impuls en de kinetische energie van de zwaartepuntsbeweging blijven 
behouden vanwege de wet van impuls. Dus moet de kinetische energie 


bij een elastische botsing in het zwaartepuntsysteem ook behouden 


blijven. Deze kinetische energie is voor de botsing Buu, en na de 
° 1 2 . 2 _ pe) > u ak a Te _ ir al 
botsing 2uv‚o“» Dus is u Vip“ en |u, u, | v, Vo | (18) 


De restitutiecoëfficiënt Cp = 1 in dit geval. Dit geldt zowel voor centra- 
le als niet-centrale elastische botsingen. 

Bij een volkomen inelastische botsing kleven de deeltjes bij de botsing 

als het ware aan elkaar en bewegen vervolgens als een eenheid m, + m, 

met één snelheid v. In dit geval is v‚ = vo = v en CQ =O. 
Botst het deeltje m, met snelheid ù volkomen inelastisch tegen een 


stilstaand deeltje m_ dan is (wet van behoud van impuls) 


> > 2 | 
mu = (m, + D)Vv, dus (49) 


de botsing 2 (m, + m 


is: 








Eon 


Ven ü | (50) 


De kinetische energie van het systeem vóór de botsing is êm,u°, na 
. | m2 
v2 =} ul | (51) 


m., + m 


5 


De verhouding van de kinetische energieën na en voor de botsing is 





mn S 
dus rn ‚ Van de oorspronkelijke kinetische energie is dan de 
m, + m, | 
a” EE 
fractie mp in een andere vorm van energie (warmte of excitatie- 
1 2 


energie) omgezet. 


De wet van behoud van impuls is een vectorvergelijking, dat wil zeg- 
gen in de driedimensionale ruimte zijn er in principe drie 
(componenten) vergelijkingen. 

Bij botsingen van twee deeltjes liggen de snelheden vóór en na de 
botsing in Één vlak en zijn er twee (componenten) vergelijkingen: 


mu + mu = Mmv + mv 
11 
X 2 2X tt 1% 2 2x } (52) 


m,‚u = m,‚V. 


+ = 
Iy Moy 7 Miy © Poor 
Bij elastische botsingen geldt behalve de impulsvergelijking de 


1 


energievergelijking maar deze laatste is slechts één vergelijking 


van scalaire grootheden: 


DE EE NA OE 
2 + Jm en 2 + 2 

nit + Emu) = dmv, + dmv (53) 
ien energie Blaft alleen behouden als de inwendige krachten 
conservatief zijn, | 


De wet van behoud van impuls is universeel geldig, maar moet bij bot- 


singen met beperkte bewegingsvrijheid worden uitgebreid met de wet 

van behoud van impulsmoment . | 

De wet van behoud van lmpuls kan in verband worden gebracht met het feit 
dat het behoud van totale energie en massa invariant is voor 

Galilei transformatie. 

Als voorbeeld kan dienen het eat van ISLeaL ische botsing van twee 

deeltjes m, en m, die voor de botsing snelheid di en na de botsing 


snelheid v hebben. Dan is 


EE A: Dd Me ad 
2m, U, 2u, 2m,v,S + 2mvoS + E ne (5h) 





TO 


waarbij E de in warmte- of excitatie energie omgezette bewegingsenergie 
van de deeltjes is. De Galilei transformatie houdt nu in dat 
EE > >- > > > > > 


| ke ek Eik dt ' Ke 
Uj! “Uy Ws U! = Ue Wi Vi Vy 7 Vi Vo! = Vo = We (55) 


Als E in het geaccentueerde en ongeaccentueerde stelsel hetzelfde is, 
is door substitutie van de geaccentueerde snelheden in de energieverge- 
lijking terstond af te leiden: mu, + mu, = mv, tnv, (56) 
de wet van behoud van impuls. 
Ook bij chemische reacties kan op deze wijze de geldigheid van de wet 
van behoud van impuls worden aangetoond (Lit.: B 3, p. 73). 

Het verdient vaak aanbeveling botsingsproblemen op te lossen met 
een formulering in het zwaartepuntstelsel. In dit stelsel maken de 


snelheden der twee botsende deeltjes zowel voor als na de botsing een 


hoek van 180° met elkaar. 


Een belangrijke vraag in de atoom-, molecuul- en kernfysica is 
welk deel van de kinetische energie bij botsingen van twee deeltjes 
kan worden omgezet in een andere vorm van energie, bijvoorbeeld 
excitatie-energie. De kinetische energie E‚ wordt gesplitst in een 
term waarin de kinetische energie van de beweging ten opzichte van 
het zwaartepunt B, wordt weergegeven en een term voor de kinetische 
energie van de beweging van de totale massa als puntmassa in het 
zwaartepunt (zie verg. 31, p. 73). 

Z 


= EE + J(m+ m_)v, * | (57) 


1 
ye Vv)? + dmv - v)2 (58) 


zn 


Es 


er 
We kan worden berekend uit de wet van behoud van impuls. 


m m 


+ = = ee 
mv, nv, (m‚+ m)v, dus v, mt mo v‚ + mm Vo (59) 
Uitwerking geeft 
B = bet, v‚)f = EUV, o° waarbij u de gereduceerde (60) 
ae 2 
massa is en Vv, de relatieve snelheid. —e=d- 4d (pag. 68 verg. 8.) 
1e HM, M, | 


Daar de energieterm 2 (m,+ m)v,® constant blijft wegens de wet van 


behoud van impuls kan slechts de energiel B, = duv,,? | (61) 


maximaal in excitatie-energie worden omgezet. 





{| - 


In het bovenstaande werd verondersteld dat de deeltjes bij de 
botsing materieel contact met elkaar hebben. In de atoom- en kern- 
fysica komen botsingen voor tussen deeltjes die in feite geen materi- 
eel contact hebben. Men kan bijvoorbeeld denken aan het geval van een 
proton dat in de richting van een atoomkern beweegt maar dat deze 
„kern niet kan bereiken tengevolge van de afstotende coulombkracht. 

Het proton wordt reeds weggestoten (verstrooid) als het zich op eindi- 
ge afstand van de kern bevindt. In dit geval is de afstotende werking 
tussen de twee botsende deeltjes proton en kern bolsymmetrisch en is 
het botsingsverschijnsel vergelijkbaar met de contact=-botsing van bij- 
voorbeeld twee biljartballen. Het enige verschil is dat bij contact- 
botsingen de wisselwerking tussen de lichamen slechts gedurende de 
kortstondige aanraking optreedt dus in een zeer klein ruimtegebied, 
terwijl bij de elektrische afstoting tussen geladen deeltjes de 


krachtwerking zich over een relatief groot gebied afspeelt. 











_78- | 
III, E. Gekoppelde Oscillatoren Lit.: S 5.20; AF 8.10, 


Als verschillende vibrerende systemen invloed op elkaar uitoefenen, 
spreken we van gekoppelde oscillatoren. Voorbeelden hiervan Zijn | 
elektrische trillingsketens die inductief of capacitief gekoppeld 
zijn, vibraties van verschillende atomen in een molecuul en van 
ionen in een kristalrooster. Ook bij trillingen van snaren en pla- 
ten zijn de trillende deeltjes met elkaar gekoppeld. 

We beschouwen het eenvoudigste geval, namelijk twee identieke 
ongedempte mathematische slingers die verbonden zijn door een veer 
met veerconstante f en die kleine uitwijkingen vertonen zodat de 


terugdrijvende krachten 








resp. 
mgx, mgx 
T en —T zijn. 


De krachten die door de 
veer op beide massa's 
worden uitgeoefend, zijn 
gelijk doch tegengesteld 
en evenredig met de uit- 
rekking of indrukking 


van de veer. 





Dan zijn de bewegingsvergelijkingen mX 


- mg 8 | 
Á rt fix x) (62) 
mi, = - in - flxg- Xx) 


Voor de mathematische implicaties van de oplossing van deze twee 
simultane differentiaalvergelijkingen kan worden verwezen naar de 
geciteerde literatuur. Het blijkt dat de beide slingers harmonische 
trillingen uitvoeren die kunnen worden beschouwd als de resultante 


of superpositie van twee harmonische trillingen waarvan de cirkel- 


frequenties zijn bs # S en wo = En waarbij k = mn (63) 


Dit zijn de eigenfrequenties of karakteristieke frequenties (of normale-) 


(Engels: normal vibrations, normal modes) van het systeem. 


Deze eigenfrequenties kunnen in "zuivere toestand!" worden verkregen 








[9 


door de slingers één keer gelijke en gelijkgerichte (A) en één keer 
gelijke, doch tegengesteld gerichte (B) uitwijkingen te geven en ze 


vervolgens los te laten; zie figuur. 


A | | ® 


mn en en ee 
mn nn en en en tn nn en en 
N 
… 


mn 


| 

| 

ee dees 
%gz =%, 





In geval A is ko TX, = 0 en worden de bewegingsvergelijkingen voor 


beide oscillatoren identiek: mi = -kx, Eigenfrequentie w, /s. (64) 


Dit is dezelfde frequentie als die van elk der slingers afzonderlijk. 
De slingers bewegen identiek en in fase en de uitrekking van de veer 


is te allen tijde nul. x, = Aysinlw,tta,); xo = A,sin(w,tta,). (65) 


1 
In geval B worden de bewegingsvergelijkingen ook identiek, namelijk 


mk = -kx - 2fx en de beide slingers voeren weer identieke bewegingen 
uit, echter in tegenfase, Xx = Ajsin(w,t+a,); Xo = -Ajsinlw,tta,). (66) 
De veer wordt nu periodiek uitgerekt en ingedrukt en de eigenfrequen- 


D= {EEF n | (67) 


2 m 


tie is 


Trillingstoestand A kan formeel worden opgevat als de trilling van het 
zwaartepunt der beide slingers, trillingstoestand B als de trilling 
van beide slingers ten opzichte van het zwaartepunt . 

De algemene oplossing van de vergelijkingen (62) is een lineaire 


combinatie van de normale trillingswijzen, dus 





_80- 


Ei A,sin(w,t + a) + Ajsinlw,t + a) en (68) 
ko = A sinlw,t + a) 5 Ajsin(w_t + a) met integratie constanten (69) 
Ass An» a, en aje 


xj en Xo zijn op te vatten als het resultaat van de interferentie 
van twee harmonische bewegingen in dezelfde richting met verschillende 
frequenties en fasen, zie pag. 5h sub b. 


We beschouwen nu het speciale geval dat hehe kend, == 0. (70) 


Dan is x, = Alsinw 


t + sinw,t) 2 2Acosi (w,- w )tsind(w,+ A (71) 


1 2 2 


nn . ” . de N 1 nn 1 
en Xo Alsinw,t sinw,t) 2Asind (w, w)teosd (wt w_‚)t. (72) 


De modulatie van x is de modulatie 


is 2Acosi(w,- w‚)t en van x 


1 è 
2Asinz(w,- wo )t e mila (2 (w,- w_)t -5 }. (73) 


5 tussen de twee gemoduleerde amplitudes betekent 


Dit faseverschil van 
fysisch dat er een periodieke uitwisseling van energie is tussen de 
beide oscillatoren. | | 

De uitdrukkingen voor de kinetische energie E, en de potentiële 
energie E_ zijn 

B 2mv, ° + 2mv,°. | (7h) 


E = 3kx 24 3kX 


8 24 Bf(x,-x)S = p(k+f) xj + 2 (k+f)xó = ÊX,Xe (75) 


2 12 


De term ÊXXo stelt de zogenaamde wisselwerkingsenergie (koppelings- 
energie) voor en beschrijft de uitwisseling van energie tussen de 
oscillatoren. 


De totale energie van het systeem is nu te schrijven als 


E, (B, Eed B + Es + ol 1,2 | (76) 


zis 





Gn 
IV, MECHANICA VAN STARRE CONTINUA Libss AF Gr 6, Ts B 8; F 18, 19, 20, : LE 


Bij een star lichaam blijven de afstanden tussen alle delen van 
het lichaam onder invloed van krachten of krachtmomenten constant. Voor 


elk tweetal punten A en B van het starre lichaam geldt dat 


r, — El constant is in de tijd; het lichaam is onveranderlijk van vorm. — « 


TV Kinematica en Dynamica van Translatie 
eige Ja AeELS palnE 


De positie van het starre lichaam wordt aangegeven door de plaats- 
vector van het zwaartepunt 

fr am | 
Rr waarbij de integratie over het gehele lichaam (1) 





moet worden uitgevoerd. Als de materie waaruit het lichaam bestaat 
een soortelijke massa p heeft (die eventueel nog varieert met de 


plaats), dan zijn de (Cartesische) coördinaten van het zwaartepunt : 
2, SI xolx,y,z)dxdydz met analoge uitdrukkingen voor (2) 


En Ze 
J, Z 


De oriëntatie (stand) van het lichaam wordt bepaald door drie hoeken. 
Kinematica 
De positieverandering per seconde (translatie) van het lichaam 


: > 
wordt bepaald door de snelheid van het zwaartepunt v‚ = re 


De oriëntatieverandering per seconde (rotatie) wordt aangegeven 
door w die volgens de voortgaande beweging van een rechtse schroef 
gericht is langs de as waarom de (momentane) rotatie plaatsvindt. 
Daar infinitesimaal kleine draaiingen zich inderdaad als echte 
vectoren gedragen (dit in tegenstelling tot eindige draaiingen 

die niet commutatief zijn (Lit.: S 7.1, p. 231; B 2, p. 335 
Hoofdstuk I.D. p. 8 ) is ween echte vector met commutativiteit 
ten aanzien van optelling. | 

De beweging van een star lichaam is dus volledig bepaald door 


> > 


v(t) en wlt). 


Dynamica 


Daar een star lichaam in principe te beschouwen is als een systeem 








IV, 


„82 


van afzonderlijke puntmassa's of massa-elementjes Am zullen de 

in Hoofdstuk III afgeleide wetten ook gelden voor starre lichamen: 
Mr, =B=lk® (3) sE xBel Qu) ende"? (5) 
(Zie Hoofdstuk III, p. 70). 

He en M°? zijn uitwendige krachten en krachtmomenten, de 
inwendige krachten kunnen ook hier buiten beschouwing gelaten 
worden. In het vervolg laten we de letter e bij krachten en 
momeriten weg. 

De zwaartepuntsbeweging (trans.+rot.) en de draaibeweging om het 
zwaartepunt (rotatie) kunnen onafhankelijk van elkaar beschreven 


worden (separatie der bewegingen). 


2, Samenstellen en ontbinden van krachten en koppels; statica 


De bewegingen van een star lichaam worden bepaald door de resulteren= 

de kracht en het resulterend koppel. Verschillende krachtverdelingen 

met gelijke resultanten ) F en ) H, zijn equivalent, dat wil 
af ct L % | 


zeggen dat ze het lichaam waarop ze werken dezelfde beweging geven. 
Voor het samenstellen van krachten en koppels moet worden be 

dacht dat krachten glijdende vectoren zijn (zie Hoofdstuk III.B.h.), 

dat wil zeggen het aangrijpingspunt van een kracht langs de werklijn 


van de kracht mag worden verplaatst. De resultante Es van twee 


krachten F, en He wordt gevonden als in de figuur is aangegeven, 


de 
Fi 


At 








ns 


Als de krachten P, en Ë evenwijdig zijn, kan de resultante worden 
gevonden door twee gelijke doch tegengesteld gerichte en langs de- 
zelfde lijn werkende krachten È toe te voegen. Het is dan eenvou- 


dig te bewijzen dat de resultante E gelijk is aan FP, + F ‚ even- 


1 2 
wijdig aan F, en F is en een werklijn heeft waarvan de afstanden 
tot Ë en F, zich omgekeerd als deze krachten verhouden (zie figuur). 


erna OR 
IE 
\ |} 
\ 
\ 
\ 
En N 
len \ 
es ON 
han | 
Mee 
ai 
\ je r 
\ Z 
Wer, 
Pik 
Z \ 
ad \ 


At 


Î 
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Op deze wijze kunnen twee krachten in alle gevallen worden samenge 
steld tot één enkele kracht behalve als de beide krachten gelijk en 
evenwijdig doch tegengesteld gericht zijn en een verschillende werk= 
lijn hebben, In dat geval vormen de twee krachten een koppel. 

Koppels mogen worden vervangen door andere koppels die in hetzelfde 
of in een evenwijdig vlak werken mits het totale moment gelijk blijft. 
Een koppel veroorzaakt geen bewegingsverandering van het zwaartepunt 
daar ) É, = 0 is. | 

Een koei K en een kracht PF die in hetzelfde vlak werken, kunnen 


worden vervangen door Één enkele kracht. Het koppel K, kan namelijk 


1 


5 zodanig dat K = K en één der 


koppelkrachten van e Juist gelijk en tegengesteld is aan de kracht 


vervangen worden door een koppel K 


> 
F. De resultante is dan de bijbehorende andere koppelkracht van K. 
Omgekeerd kan ook een kracht evenwijdig verschoven worden mits een 


passend koppel wordt toegevoegd. 





Olie 


Een aantal op een lichaam werkende krachten en koppels kan vervangen 
worden door één resulterende kracht en één koppel. Het is mogelijk 
deze reductie zo uit te voeren dat de resulterende kracht loodrecht 
staat op het vlak waarin het koppel werkt. Het koppel kan ontbonden 
worden in een component |F en een component // F. Door nu F evenwij- 
dig te verplaatsen, kan de loodrechte component tot nul gereduceerd 


worden. 


Statica 
De noodzakelijke voorwaarden voor een star lichaam om in evenwicht te 


verkeren, zijn: Ef, =d en ra, -d | (6-7) 


Hieruit kan direct of met behulp van het principe der virtuele 


verplaatsingen de evenwichtsstand worden bepaald. 


IV. B. Rotatie om een Vaste As 


wann men TERS Wen OE an OO Dn VOP Ot OUD amen ts VE vom en aen ED EED UO DME VD VED OO mes We ams GD GE rn orn WARS CEP ne WERD Guth EED RRD teen ED enn on ome Mu GAD SR ED CDO OD En OD AD GED OD GED ME MED OE OUD ve en AD 


am can CED GEE GOED gamen OEE MEE VD OD nt vee 


We beschouwen een star lichaam dat 





om een as, die we Z-as noemen, ro- 
teert met hoeksnelheid w. 

| Elk deelelementje m, van dit 
lichaam beschrijft een cirkel- 
vormige baan waarvan het mid- 


z | delpunt op de Z-as ligt (zie 


/ 
\ figuur); de snelheid van dit 
k ° « Ró je je 
deeltje is v‚ =w xr, (8) 


Het impulsmoment Í, van het 

deeltje m, ten opzichte van O 

is J. = mr. xv. (9) 
;Ì rg 1 

De component van Í, in de Z- 

richting is 

Ji, = m;r;v;sind, = m; Rw (10) 

De z=component van het totale 


impulsmoment van het gehele 
lichaam is J,=)J; = 
ZO 7 À, Ga) 
er 2 
w ) mk. | | 
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Het traagheidsmoment I ten opzichte van de beschouwde as 1s gedefi- 


nieerd als en ) | (12) 

Dus is J,= Tw (13) 
En SR & rd 

Uit M= J volgt de Sr Jo (11) 


Als [ onafhankelijk van de tijd is, wordt deze formule M‚ = Iw, 


als het traagheidsmoment veranderlijk is, geldt M_ = Iùö + Iw (15) 
Hier is alleen de z-component van het impulsmoment beschouwd. 
Voor het totale impulsmoment J geldt: Î= ) d. | (16) 


„ 


Als het lichaam rotatiesymmetrisch om de Z-as is (dat is de rotatie- 


as), is de som van de componenten van EA die loodrecht op de Z-as 


staan, gelijk O. 

8 > | 
In dat geval is J = KJ, (17) 
waarb1 j k de eenheidsvector in de Z-richting is. 


Als het lichaam deze symmetrie niet heeft, valt de richting van J 


in het algemeen niet samen met de richting van w (Zie Hoofdstuk (Een 


Voor een lichaam dat om een synmetrie-as draait met hoeksnelheid 


wie dus Je Tu (18) 
; lo | En sd 

Differentiatie naar de tijd geeft J = ge le). 

Daar J=M is |M = (Tú) | (19) 


„de bewegingsvergelijking voor rotatie. 


Als op een symmetrisch star lichaam dat om zijn as roteert, geen uit- 
wendig krachtmoment wordt uitgeoefend M = 0), is het impulsmoment 


constant en roteert het lichaam met constante hoeksnelheid û. 


Dit is de wet van behoud van impulsmoment die dus van toepassing 
is als het uitwendig krachtmoment nul is. 


In het algemeen geldt voor een lichaam met constant traagheidsmoment 


it - m = rl | (20) 


Krachtmoment is traagheidsmoment maal hoekversnelling. 





2. Berekening van het traagheidsmoment Lit.: S 65 AF 6. 


Hiervoor wordt het lichaam in deeltjes m, of in massa-elementjes 

dm = pdV verdeeld. 

Dan is I = 3 m,r, sf I= for?av | (21) 
S | 








EE 


als r,‚ en r de afstand van het deeltje m. of het massa-elementje dm 
tot de rocatie-as is. 
Als het lichaam homogeen is, dat wil zeggen dat o constant is voor 


alle delen ervan, kan I eenvoudig worden berekend uit o fr2av. 
Voorbeeld: massieve cirkelcylinder die om zijn eigen as roteert. 


R 
of r2dav = nf rè2nrdr = 
0 


HH 
H 


5 L oR*n 
mR2ph = M is de massa van de 
cylinder dus is I = 3MR?, 

Zo kan op analoge wijze het traag- 
heidsmoment voor lichamen van al- 
lerlei vormen worden berekend. 

Voor een bol die om een as door 

het middelpunt roteert, is 1 = 5 MR? 
(M massa en R straal van de bol); 


voor een staaf ter lengte l en met 





massa M die roteert om een as door 
het midden van en loodrecht op de 
1 


' ie on 
staaf is I 75 MI 


Als voor een lichaam met massa M dat om een bepaalde as draait het 
traagheidsmoment 1 is, is de gyratiestraal gedefinieerd als 

=d (22) 
Als het traagheidsmoment van een lichaam met massa M ten opzichte van 
een as door het zwaartepunt Ll, is, kan het traagheidsmoment ten op=- 
zichte van een andere hae en as op afstand a berekend worden met 


de regel van Steiner Ë = 1, + Me? 


vo 





Orme 


Stel het deeltje m is een massapunt 
van een lichaam met zwaartepunt Z. 


Dit lichaam roteert om een as door 





B O0 | vlak van tekening. 
P 4 Het traagheidsmoment van m, ten 
ee e 
4 EF, opzichte van de as door O is nu als 
Áo ame - mad Ld Ld 
volgt te schrijven: 
- Z Z Jk 
I. =m.r.2 =m(r+r.°)?=mr 2 +m.r.°2 + 2m.r r. cos6. « (23) 
f 1 te CE it ie sid! Ke 








OT 
en Afi ed è 
CE 
Gesommeerd over het hele lichaam wordt dit 
Zg Z | ie pi 
I= )I, = rf) m. + )m.r. + 2r_ \m.r. cos6 | oh) uier 
ob 1 zl 1 ) L k de ME 6 (El) 
Noem r_ = a en Jm. = M, bg 
en il | | del 


Z | hd a ke 4 P 
) m,r, cosb, = 0 vanwege de definitie van zwaartepunt. Ella lts 


) m.r.“?2=I. Dus is 2 =1 + Ma?) (25) 
Ll 1 Z RENK Rens 


Lits S 6.8, p. 195; AF 6.3. 





IV. Be cm Energie van rotatie 4 


De kinetische energie van een lichaam dat om een vaste as roteert, is 


zy Jamz Td ln Se 12 R2 26 
B ) En ) 2m, wr, | 5 Ò mn, 5 ( ) 


waarbij R. de lengte van de loodlijn is vanuit het deeltje m. op de 


rotatie-as, ) m,R, © = [ het traagheidsmoment, dus E = AIw® (27 ) 
1 


Deze uitdrukking geldt voor alle rotaties, ongeacht de draaias omdat 
w voor alle deelelementjes hetzelfde is. Als ook formule (18) van toe- 


passing ìs, kan in plaats van (27) ook geschreven worden 
2 


J 
Se Di (28) 
Als een lichaam zowel in translatie als in rotatiebeweging is, kan 
hd Z 
formule (III.17) worden gebruikt B, = B, + 2Mv, $. (29) 


Daar de beweging ten opzichte van het zwaartepunt van een star 
lichaam alleen maar rotatie kan zijn, is in dat geval B de kine- 
. . e 1 je, . . 4 
tische energie van rotatie Er en 2Mv, die van translatie Et 
= + 0 
dus E En Et (30) 
De arbeid die onder invloed van een krachtmoment M wordt verricht 


bij draaiing van een hoek 0, naar 6, lS 


Bs 
We f “ M,aë | (31) 


’ 


Analoog aan een vroegere definitie wordt hier de potentiële energie 


Ô 
gedefinieerd als on = f 5 M‚aë (zie verg. (17) pag. h6) (3e) 
| 6 
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M = Iù. Vermenigvuldiging van beide leden met aö en (33) 


integratie over de afgelegde hoek geeft: 


har 
nn On 8 dô D 5 > Rn 
| Ma =f Iwdô= [ Tu. re f Iwwdt = f Iw.dw = 
9, , ei | Ei 
= 2u, ° = sw, * | | (3%) 
| te . am lo, > En > 
Volgens definitie is | M.aô= f[ Mal + J Mad =E (6) -E (6). 
0 0 0 BE Be 
1 0 
(35) 
4 1 Bres a ik 2 
Dus is E r(6s) + Tw, E r(6o) ew , (36) 


Dit is de wet van behoud van mechanische energie (kinetische + potentiële) 
voor een zuivere rotatie die dus alleen maar geldt voor een conservatief 
systeem. | 

Voor bewegingen met gecombineerde translatie en rotatie geldt ook 
de wet van behoud van totale mechanische energle, ook in die gevallen 


waarbij translatie in rotatie wordt omgezet of omgekeerd. 


Es + Et Bt Er = C, (37) 


Uiteraard geldt ook hier de voorwaarde dat alle krachten 


conservatief moeten zijn. 


hb. _Analogie tussen translatie en rotatie 


De formules voor translatie en rotatie vertonen een opmerkelijke over- 


eenkomst die voor het inzicht zowel als de memorisatie van grote 


betekenis 1s. 


in de volgende tabel is de gelijkvormigheid van de formules voor 


eenvoudige gevallen aangegeven. 


_09- 
Translatie | Rotat ie 
Positie, plaats r Oriëntatie, hoekstand 6 
4 . . 
Snelheid v=r Hoeksnelheid w = ö 
DD : A 
Versnelling a =ve=r Hoekversnelling a =w e= é 
Massa m | Traagheidsmoment I 
Kracht F Krachtmoment M 
Arbeid [Far Arbeid f M.aé 
> > > > 
Impuls p = mv Impulsmoment J = Iw 
2 | 2 
. N . Dn 1 B P & . . en 1 jn J4 
Kinetische energie Et 3 MV Om Kinetische energie Er Ee DT 
L 0 
Potentiële energie Be Í 5 F.är Potentiële energie en f M.aë 
ú | 9, 


IV. B. De Harmonische rotator 


De behandeling van de harmonische rotator is verregaand analoog aan 
die van de harmonische oscillator. Bij een harmonische rotator werkt 


een terugdrijvend krachtmoment Tt dat evenredig is met de uitwijkings=- 


hoek 6: 

tT = -Dô D is het richtkoppel (Engels: torque constant) (38) 
tT = 16 dus 18 +D6 =O (39) 
Oplossing 6 = eeos (wt + ò) met B = | (40) 


Passen we deze behandeling toe op de mathematische slinger (zie pag. 56) 


dan krijgen we de volgende formules: 


m18= — mg sìin6. Vermenigvuldigen met 1 (41) 

ml26 = — mgl sing . Voor kleine hoeken is sing x 6 dus is (ha) 

bij benadering mi2e = - mgl6 = — D6 met mgl = D. (43) 

Het traagheidsmoment van m ten opzichte van een as door O is 

I = ml? dus is I6 = - Do (Lh), de differentiaalvergelijking (hl) 

voor de harmonische rotator. | 

Met een wrijvingskracht met moment ln -Bô wordt de differentiaal- 
in | _ vergelijking van de vrije gedempte harmonische rotator 

I8 + BÔ + D8 = 0 (45) 


Drie gevallen: 








Oe 
1) De overaperiodieke (overgedempte) rotator: B > /lDI 


Pt Pot 
n 1 Ee, __È B Da | 
o=Aje tAe 5 P, ‚o or à (me - 7 | (hó) 


2) De aperiodiek gedempte rotator: B = /UDI 


0 = Ae (1 + At), dit is het geval van kritieke demping (h7) 
3) De periodieke rotator: B < /lDI | | 
| | _B | 
C 2 
0 = Aje ‚21 cos(v 2 - Tt … A) (48) 


Voorbeelden van de harmonische rotator: 


spoeltje van een galvanometer, fysische slinger. 


De fysische slinger. Lit.: S 6.16; AF 8.6. 


Draaipunt O, zwaartepunt Z. Lengte 


OZ = 1. 
Mej) =) mj F 
de ak 1 
=Mr x 8 (49) 


M is evenwijdig aan de draaiingsas, 
staat dus | vlak van tekening. 

IM] = -Mglsin6 . Verwaarlozing van 
wrijving. Kleine uitwijkingshoek, 


dus sine Ve dan is 





=>} Ad 
lul= 16 = -Mgle . (50) 
Richtkoppel Mgl; 6 = Beos (wt + $) wo = / En (51) 
Vergelijking met mathematische … (punt)slinger Wo = ne 
| 0 
De equivalente slingerlengte van de fysische slinger is 107 Eni (52) 
pn . j = == _ 
Stel OC = 1, dam is CZ = ed B (53) 
Daar volgens de stelling van Steiner I mn MI? is CZ = är (5L) 


Het punt C wordt oscillatiecentrum genoemd. O en C Zijn bij elkaar 
behorende punten, dat wil zeggen als het ene punt draaipunt is, fun- 
geert het andere punt als oscillatiecentrum en omgekeerd. Het oscilla- 
tiecentrum ls identiek met het zogenaamde percussiecentrum, Dit is een 
punt dat met het draaipunt in een zodanige relatie staat dat als een 
krachtstoot op het lichaam in het ene punt wordt uitgeoefend, er in 
eerste instantie geen reactiekrachtstoot op, Of impulsverandering in 


het andere punt optreedt. Lit.: S 6.19. 


IV, 


IV. 


C. 


C. 


zie 


Rotatie om een Veranderlijke As Lites 8 Te5 t/m Tallx Bs F 20, 


1. _Traagheidstensor, vergelijkingen van Euler 


In de tot nu toe behandelde zogenaamde vlakke dynamica ondergaan de 
punten van een lichaam verplaatsingen in een plat vlak. De ruimte- 
lijke, drie dimensionale beweging is veel ingewikkelder. De moeilijk- 
heden treden op doordat S en w niet meer evenwijdig zijn wat ze in de 
vlakke dynamica wel zijn. 

Bij de rotatie van een star lichaam om een vast punt bestaat in het al- 
gemeen geen eenvoudig verband tussen het impulsmoment 8 en de hoeksnel- 
heid w. Het zijn vectoren die verschillende richting hebben en in 
plaats van het eenvoudige verband J = Iw (1) 
waarin het traagheidsmoment een scalair is, krijgen we nu te maken met 
de zogenaamde traagheidstensor 1, in de uitdrukking if ee Lue (2) 

Bij deze beschouwing laten we de translatiebeweging van het zwaartepunt 
buiten beschouwing. Alle te gebruiken vectoren zijn dan ook gedefinieerd 
in het zwaartepuntstelsel met ten opzichte van de vaste sterren constan- 
te richtingen. 

Het totale impulsmoment $ van het roterende lichaam dat in massa- 
element jes mn, verdeeld is, kan volgens de definitie van hi geschreven 
worden als 
r.) 


Ki > > > > 
= ) mr. X y. = ) m.r. Xx (wxr. 
i de sek 1 3 Ll 1 1 


(3) 


Met behulp van de componentenuitdrukkingen Ee = ix, Li jy; + kz, 


en ù = lo, É Ja, + Kw, en formule (29a,p.13 voor het vectorprodukt 


wordt dit 
t_7 f, a _ 
Je ti ì m, (7; ee ) -w Mi 7 ®, ) ma) ij 
0 Ì Ì | 
E 2 DN _ 
+ jw ) m.(z.2 + x.£) w } mY;2; = W‚ ) my; } + 
d 1 d. 
her dd 
+ (x.2 + y.2) — Hs ie Zy. 
k{w ) m. (x, YJ: ) w ) m2, X; Le ) m, 2.9: } (hi) 





tf 


Ds jn 


Let wel dit zijn de componenten van or wen d in een willekeurig 


assenstelsel waarvan de oorsprong het zwaartepunt van het lichaam is. 


Deze uitdrukking voor J wordt nu verkort geschreven als het produkt 


A . z 5 ad 
van een matrix en een vector w 


J e An Z . 2 —_ . . _ e Z e 

Xx Ji ua ii di: 1 P, 
ed = m kens) e . 24 7 2 ee, Z e 

y Ì L EE ie! 1 eid Dy 5) 
J ha Z nand Z . . 24 2 

Z mil d Ji 1 ad Ji Ĳz 


De matrixmet9 dementen wordt traagheidstensor 1 genoemd en de elemen- 


ten worden als volgt aangeduid 


I I Ï 
xx xy XZ 
I E E Ed | (6) 
Xy NAA y2 
Ï 5 | E 
XZ Yz ZZ 
waarbij I = ) m, (y, + 2.5), Ee en I, (in het vervolg kortheids- 
L 
I 


halve met Ll , 
Xx 


5 en I, aangeduid) de traagheidsmomenten (Engels: 


moments of inertia) zijn en de andere grootheden met gecombineerde 
indices de deviatiemomenten (Engels: products of inertia). 

De traagheidstensor is symmetrisch ten opzichte van één diagonaal, d 
en w zijn onafhankelijk van de keuze van het assenstelsel. 

De grootheid 1 voegt aan de vector w eenduidig een andere (en anders 
gerichte ) vector d toe; anders uitgedrukt: 1 is een operator die de 
vector w transformeert in een vector J. Zo'n grootheid wordt tensor 
genoemd en 1 is de traagheidstensor. Dus is J = 1W (7) 
Nu kan worden aangetoond dat elk star lichaam minstens drie onderling 
loodrechte assen hee ft zodanig dat de deviatiemomenten ten opzichte 


van deze assen alle nul zijn. 


Dit zijn de zogenaamde hoofdtraagheidsassen en de traagheidsmomenten 
ten opzichte van deze assen worden hoofdtraagheidsmomenten genoemd, 


& Ä, 8 
kas 
gn d: 3 es 
— SA HE 8 + 
4 Oe DU. Te 5 … 


Jan 





ee 
ebi ie 


ee 


Als de hoofdtraagheidsassen als coôrdinaatassen gebruikt worden, 


wordt de uitdrukking voor het 1mpulsmoment 


dl, en 0 | ® We 
en = 0 L 0 an (8) 
de 0 0 Il, W, 
De traagheidstensor is dan zoals men dat pleegt uit te drukken "op 
hoofdassen getransformeerd" of !gediagonaliseerd". 
In dat geval kan het verband tussen de en w in eenvoudige vectorvorm | 
worden geschreven F= NN + Ja, + kw, (9) 
Als het starre lichaam rotatiesymmetrie heeft, zijn er oneindig veel 
hoofdtraagheidsassen. De fysische betekenis van hoofdät raagheidsassen 
is dat ze gelijkwaardig zijn aan vrije assen, omdat bij rotatie om 
zo'n as $ constant blijft bij eenparige rotatie zodat er geen kracht- 
moment nodig is om deze rotatie te onderhouden, het kenmerk van een 
vrije as. 
Algemeen kan worden aangetoond dat elk lichaam om de hoofdtraagheids= 
as van zijn grootste traagheidsmoment en om die van zijn kleinste 
traagheidsmoment een stabiele vrije rotatie kan uitvoeren, terwijl 
om de derde hoofdtraagheidsas wel een vrije maar geen stabiele rota- 
tie kan worden uitgevoerd. Blij symmetrische lichamen kunnen bijzon- 
dere gevallen optreden. Het drie- 
a tal hoofdtraagheidsassen is dan 
/ niet eenduidig bepaald. Bij een 
| bol kan elke lijn door het middel- 
Ü punt als hoofdtraagheidsas funge- 
ren zodat daar een stabiele rotatie 
om elke middellijn mogelijk is. 
Voor lichamen met één as van rota- 
tiesymmetrie is deze as òf de as 
van het grootste Ôf die van het 
kleinste hoofdtraagheidsmoment. 
Dit kan worden geïllustreerd aan 
het voorbeeld van de halter: | 
twee uitgebreide gelijke massa's m 
die door een staaf zijn verbonden 
Je | | Ël e ne | ek Zos a 


Ol 


en roteren om de "as" w. De zwaartekracht wordt buiten beschouwing 


gelaten, evenals de massa van de staaf. 


De halter kan zich in deze gegeven rotatietoestand zonder uitwendi- 


ge invloeden niet handhaven. 


> > > > 
el = Ee) = A; r,= =F5 
Het totale impulsmoment is J= ‚Xu, + Ex mv Kd = 2mav 


Le 
J staat loodrecht op de as van de halter en heeft dus een andere 
richting dan w. Bij rotatie om de richting w verandert Î aus voort- 
durend van richting en om de halter in deze oriëntatie om w te laten 
draaien, zou er een steeds van richting wisselend krachtmoment t | 


(bijvoorbeeld door een lager in O) moeten worden uitgeoefend. 


Het is dus geen vrije rotatie. Een stabiele vrije rotatie is alleen 


mogelijk als de halteras loodrecht op W staat of er mee samenvalt, 
want slechts in deze beide gevallen heeft d dezelfde richting als w. 
Als de halteras met w samenvalt, is d (voor puntmassa's m zou 


+ AE Ed é > Ee: à 
J = O0 zijn) minimaal, als die as | w staat, 1s J maximaal. 


De kinetische energie van rotatie is 
> > > | 
E Um, m,r,“ = ie) mn. ‚wer,) E (war, ) n (10) 


Bij gebruik van hoofdtraagheidsassen, hoofdtraagheidsmomenten en 


componenten van w in het hoofdassenstelsel wordt de uitdrukking 


. = } Ed 2 + 2 ° 11 
voor B: | E‚ B (Lw, Ei Iw, ) | (11) 


en als de componenten van ij langs deze assen J Se en J, zijn, kan 


2 2 


| | J J J | 
geschreven worden E =i(Z vl +) (12) 
n I I I 
X y vÀ 


Het doel van de dynamica van rotaties is het formuleren van een 
verband tussen het krachtmoment en hoeksnelheid en hoekversnelling en 
het oplossen van deze bewegingsvergelijking. We gaan uit van een co- 
ordinatenstelsel waarvan de assen samenvallen met de hoofdtraagheids=- 
assen van het lichaam. Deze assen roteren dan met het lichaam mee en 


de hoofdtraagheidsmomenten ten opzichte van deze assen blijven constant. 
. et m Es e E SN > 5 
Differentiatie van J (29a) en substitutie in M= (6) geeft 


Iw ke Twijrkd +Iwk | (13) 
YY 7 A rad Oe 
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Nu is 
ee vxie= (fw + Ju + kw | i= Ju … kw met analoge uitdruk- 
GA y z Z Yy 
3 3 | 
kingen voor J en k. (1h) 
Dan is het resultaat 
M = J =Iw +wwÄlI -I ) 
x x Ex YZ z y 
M _ 3 ” é + D i hi 
en 1) | (15) 
M =d =lò +ww(l -I) 
Z 2 Z Z XY y x 


Dit zijn de vergelijkingen (in componentvorm) van Euler. 


IV, OC 2, 





We beschouwen een snel draaiende tol die niet in zijn zwaartepunt Z, 


maar ìn het punt 0 wordt ondersteund. 
> > F ed > > > > > 
J = 1J, + JJ + kJ =d + J . Het krachtmoment M = r_ x Mg staat 
x _Y Z h Z Z | 
her 


loodrecht op het vlak door J en Í. Daar M in een horizontaal vlak 


werkt, is | in = 0, 


ARA en M= iN dus is (à hj ) =0 dus AF .À 


nn Er = 0, dus 





„O6 


5, | is constant maar Í verandert van richting. 


De verandering van de richting van ij 


h 
per seconde is 
lim ae = 5. Dit is de hoeksnelheid 
At>0 h | 


“ van de precessiebeweging. In vector- 
ee 
vorm ûxJ=M | (16) 
Daar M= is Î= xd. Dit is de (17) 


algemene uitdrukking voor de tijdafge- 





leide van een vector die qua grootte constant is. 


De tol voert een precessiebeweging uit (precedeert) waarbij zijn 
lichaamsas roteert om de Z-as. Dit is slechts een benadering van de 
werkelijkheid daar de werkelijke hoeksnelheid W+ À is en de richting 
van het impulsmoment J hier niet mee samenvalt. De benadering is goed 
als w >> Q dus voor relatief lage precessiefrequenties. Een exacte 
behandeling toont aan dat de hoek tussen Î en Î in het algemeen niet 
constant is maar tussen twee waarden oscilleert : het eindpunt van de 
vector hi beschrijft een slingerlijn zoals in de figuur is aangegeven. 


Deze oscillatiebeweging wordt nutatie genoemd. Lit.: S 7.8 t/m Te lin 


Voorbeelden van precessie: de Larmor precessie, 


Precessie en nutatie van de aardas om de normaal op de ecliptica. 


AUAUNUNUMU UU UrUrw 
AVA VAA 


AvA) 


VA. 
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DE WETTEN VAN NEWLON EN COULOMB Lit.: AFG; Sh; F 7; B 9. 


Overeenkomsten en Verschillen 
ntt na en EE te 


In de fysica wordt de wisselwerking (interactie) tussen deeltjes 


„bestudeerd. De deeltjes hebben eigenschappen zoals massa en lading. 


Zoals in $ II.B.1 is uiteengezet, kunnen we deze wisselwerking 
interpreteren als krachten die op de deeltjes werken en kan worden 
gesproken van een krachtveld dat wordt teweeggebracht door de 
eigenschappen der deeltjes. Zo veroorzaken de massa's van deeltjes een 


gravitatieveld, de ladingen van stilstaande deeltjes een elekt ro- 


‘statisch veld, bewegende geladen deeltjes een elektromagnetisch veld. 


Er worden tegenwoordig vier verschillende soorten interactie 


onderscheiden: 


1. Sterke wisselwerking (mesonen, baryonen). 


2, Zwakke wisselwerking (neutron + elektron, neutrino). 

3. Elektrostatische en elektromagnetische interactie (elektrische 
| ladingen, fotonen). 

hb, Gravitatiewisselwerking (aantrekkingskracht tussen massa's: 


Newton). 


De interactie tussen baryonen en mesonen is van de orde van grootte 
100x sterker dan de elektrostatische interactie tussen deze deelt jes 
en heet daarom sterke interactie. De interactie tussen elektronen en 
neutrino's,die een rol speelt bij de B-radioactiviteit van sommige 
atoomkernen, is ongeveer een factor 10° zwakker en heet daarom zwakke 
interactie, De sterke- en zwakke interacties hebben een zeer kleine 
werkingssfeer (ca. 10712 m) en treden op bij nucleaire processen. 
De aard van deze interacties is nog niet erg duidelijk en de mathe- 
matisch fysische beschrijving ervan vormt een van de grootste pro- 
blemen van de hedendaagse kernfysica en fysica van elementaire 
deelt jes. _ | 

De elektrostatische en elektromagnetische interactie (Coulomb, 
Lorentz, Maxwell, Faraday, Ampêre) is een tamelijk sterke interactie 


die mathematisch fysisch vrijwel volmaakt te beschrijven is. 
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Creitatie is, vergeleken met de andere drie soorten interactie, 
een zeer zwakke interactie die zich slechts dan duidelijk manifes- 
teert als we met zeer grote massa's te maken hebben. Deze "oudst 
bekende!" interactie is noch in zijn structuur (dat wil zeggen in 
verband met de ruimte-tijd geometrie: de algemene relativiteits- 
theorie) noch in zijn al of niet kwanteuze karakter (gravitonen!) 
voldoende doorgrond. De elektrostatische wisselwerking tussen twee 
rustende puntladingen (Coulomb) en de gravitatiewisselwerking 
tussen twee rustende puntmassa's (Newton) vertonen —- als kracht- 


wetten geformuleerd —— sterke overeenkomst : 


de wet van Coulomb: 


(1) 





de wet van Newton: 





12 is de afstand tussen de deeltjes, 


. Se . . . Ed 2 
; 18s de eenheidsvector in de richting 2 > 1: ee == ‚ (3) 
12 | 12 En Je 


Be is de kracht die deeltje 1 ondervindt van deeltje 2, 
Ee is de kracht die deeltje 2 ondervindt van deeltje 1, 


a, en ap Zijn de ladingen en m, en m, de massa's van respectievelijk 
| deeltje 1 en 2. | 


De evenredigheidsconstanten zijn 


Tr = 9 . 109 nm2cT2 en _G = 6,670 . 1071! nm?kg”?. 
De overeenkomsten tussen de wetten zijn: 

1) de krachten werken in de richting van de verbindingslijn der 
deeltjes, immers F = Ale) Eras de krachten zijn centraals 

2) de krachten zijn omgekeerd evenredig met het kwadraat van de 
afstand tussen de deeltjes, het zijn zogenaamde _o wetten, 
immers F ot | | 

3) de krachten zijn evenredig met de ladingen respectievelijk 


‚massa's der deeltjes. 


Su. 


De verschillen tussen de wetten zijn: | 

1) _ De oorsprong van de elektrostatische- en gravitatiekrachten 
uitgedrukt door lading, respectievelijk massa, is fundamenteel 
verschillend en er is tot dusver geen verband gevonden. Dit 
verschil in aard komt tot uiting bij een lading die een constante 
snelheid v heeft: in het met de lading meebewegende stelsel meet 
men alleen een elektrostatisch veld, in het rustende stelsel 
wordt bovendien een magneetveld gemeten omdat in dit stelsel 
de lading zich als stroom manifesteert. (Zie College 
Relativistische Beginselen, Dr. Hooyman). | 
Een dergelijk verband met andere velden kent men niet voor het 
gravitatieveld. 

2) De verhouding van de krachten Fen Pr die twee elektronen op 


elkaar uitoefenen, is 





el q 5 1 42 | 
aa AV 
gr 0 


De elektrostatische interactie is dus zeer veel sterker dan de 
gravitatie interactie die, zoals vermeld, een uitgesproken 
zwakke interactie is. | 

3) We kennen wel positieve en negatieve elektrische lading maar het 
begrip negatieve massa is tot dusver onbekend. 

bk) De gravitatiekracht is altijd aantrekkend, de Coulombkracht 
tussen ladingen van hetzelfde teken afstotend, tussen ladingen 


van tegengesteld teken aantrekkend. 


V.B. Het Superpositie Principe 


Experimenteel is gebleken dat bij de interactie tussen meer dan 
twee deeltjes de krachten tussen de paren deeltjes elkaar niet be- 
invloeden: het superpositie principe voor krachten, zie pag. 35 van 
dit dictaat. Dit geldt voor beide typen krachten. Volgens dit principe 
1s de eeneaïe op deeltje 1 werkt tengevolge van de wisselwerking 


met de andere deelt jes 


ern 





erm q: 
ij 1 ) > 
Ë, 7 Te ) r..2 “13 En (5) 

0 HET 1 
> a > | 
F == Gm ) _—_ ê Bs 9 (6) 
1 1 4 r.. Ii * 
Jel U 


voor respectievelijk ladings- en 


massaverdelingen. 





V.C. Velden 


We geven hier de formulering voor het elektrostatische veld. 


Door de substitutie 





worden de formules voor het gravitatieveld verkregen. 

De elektrische (gravitatie) veldsterkte in een bepaald punt is de 
kracht die werkt op een positieve eenheidslading (eenheidsmassa) 

in dat punt. Wordt in een punt met plaatsvector r,waar de elektrische 


>. 
veldsterkte E(r) is, een lading q geplaatst, dan werkt op deze 


lading de kracht F = qË. | (8) 
Als het elektrische veld veroorzaakt wordt door een aantal punt- 
ladingen 1 op verschillende plaatsen r, (j loopt van 1 naar N), 
krijgen we de uitdrukking voor de veldsterkte É(r) door de bijdragen 
van alle ladingen vectorieel te sommeren: 

CN 


A4 se 
[r.- r | 
J 





EE) =n ) oe (9) 
=| 


0 
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waarbi j e, een eenheidsvector is die wijst in de richting van de 
8 | puntlading j naar het: punt met plaatsvector r. 


Het veld van een lading q in de vorsprong is dus 


(10) 





Het veld E kan aanschouwelijk worden gemaakt door bij de gegeven 
ladingsverdeling zogenaamde veldlijnen te tekenen; dit zijn lijnen 
die in elk punt de richting van de veldsterkte aangeven. In de 
figuren zijn veldlijnen getekend voor respectievelijk 1 positieve 
lading, 1 positieve en 1 neeshieve lading, 2 positieve ladingen, 


1 negatieve lading. 








pal 7 a, 
{ \ 
/ \ 
+} | 
\ I 
/ 
\ / 
N / 
\ 
N 4 
en Pd / | \ hai De id 
B a / | SO Sm en 
/ N 
/ | \ 
/ | NS 
Pd hl 
et | ha 
ee chanel | md 
i / \ 
À \ 
ä / Ne 
| \ 
\ © Î 
À \ / 
4 4 3 
k 
Á N De 
A | De veldlijnen ontspringen op de positieve ladingen en eindigen op 


negatieve ladingen. Ook kunnen de veldlijnen naar het oneindige 


lopen of daar ontspringen. Dit laatste is altijd het geval bij een 
gravitatieveld. 
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De uitdrukking voor het elektrische veld tengevolge van 
puntladingen (formule 9) kan worden uitgebreid tot systemen met 
continue ladingsverdelingen. In principe bestaan continue ladings- 
verdelingen niet daar de lading gekwantiseerd is, dat wil zeggen 
dat er een kleinste hoeveelheid is, de zogenaamde elementairlading: 
e = 1,60 x 10719 C, dat is de lading van het proton en —-- met min- 
teken —- van het elektron. 

Volgens een moderne theorie zouden er kleinere ladingshoeveelheden 
bestaan in de vorm van quarks maar de experimentele evidentie 
hiervoor is momenteel nog onvoldoende, Bovendien zou deze elementaire 
hoeveelheid 3e bedragen waarmee het discrete karakter van de 
lading gehandhaafd blijft. Ladingsverdelingen in de natuur hebben 
dus een korrelige structuur en de benadering door een continue 
ladingsverdeling is alleen goed om het veld op grote afstand van 

de verdeling te berekenen. De continue beschrijving is bijvoorbeeld 
niet toegestaan als men het veld binnen in een kristal, dat bestaat 
uit een rooster van positieve en negatieve ionen, wil berekenen. 

In dat geval zal men het veld uitgaande van puntladingen, moeten 
berekenen. | | 

De uitdrukking voor het veld in een punt met plaatsvector r 
tengevolge van een continue ladingsverdeling wordt nu verkregen door 
het volume waarbinnen zich de lading bevindt in infinitesimale 
volume-elementjes te verdelen en de lading binnen zo'n volume- 
elementje AV te schrijven als Aq = p(F')AV (11) 


en op te vatten als een puntlading in de limiet AV > 0. 


p(r') stelt de locale ladingsdichtheid voor. 
Het totale veld wordt dan 





(E') rr! 
>, | mn 
® Vor [r — r' | [r _ rt | 
hs > 
r -r! 





ls een eenheidsvector (zie formule 3). 


V.D. 
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continu verdeelde 
lading 





Het veld van een oppervlaktelading en van een lijnlading wordt op 


analoge wijze gevonden, alleen vindt de integratie in deze gevallen 


plaats over respectievelijk het oppervlak en de lijn waar zich de 


lading bevindt. 


Potentiaal 


In 8 II.B.9 op pag. 13 is uiteengezet dat in een conservatief 


krachtveld de arbeid die door de veldkracht wordt verricht alleen 


afhankelijk is van de positie van begin- en eindpunt en niet van de 


afgelegde weg. Equivalent hiermee is de formulering dat elke lijn- | 


integraal van de kracht langs een gesloten lijn (kringintegraal) 


nul is: 


b Far=0. 


(13) 


Deze uitdrukking kan worden beschouwd als een criterium voor een 


conservatief veld. We zullen nu laten zien dat het Coulomb veld 


van een puntlading een conservatief veld is. (Hetzelfde geldt voor 


het gravitatieveld van een puntmassa.) 


Als de elektrische veldsterkte E(r) is, is de arbeid die de 


veldkracht verricht als een eenheidslading van punt r 


getransporteerd wordt: 


har 
‚ raar punt Y 


…10h- 
tel HE | | Cl) 


Het veld E(r) gegeven door formule (10) voor een puntlading in 


de oorsprong 1s 





E(r) = e_ = - grad en | | (15) 
d line, #2 Ï li bre, oa 4 
> 
Ee Î Sr 
Immers grad >= --»p gradr=- 7 (zie pag. 48) (16) 
Substitutie van (15) in (1h) geeft | 
f | 
Ù | 2e 
Vazen men f grad — dr. | ___(18) 
0 > 
r 
1 
Nu 1s 
mn 
gn | 
_ > > > ’ 
Í grad. V.dr = AEN, — vr), dus is | (19) 
her df S 
d (Zie ook formule 30, pag. 49) 
1 1 1 
__Lme be Or ). | En (20) 


0 3 1 


In deze uitdrukking voor de arbeid, die door de veldkracht is verricht, 
komt de afgelegde weg niet voor, alleen de posities van begin- en 
eindpunt zijn belangrijk, dus het veld is conservatief. 


De potentiaal in het punt r wordt nu gedefinieerd als 


(21) 





dat is de arbeid die de veldkracht moet verrichten om een positieve 


eenheidslading van het punt r naar het punt r. te transporteren, of 


wat op hetzelfde neerkomt de arbeid die men haak verrichten om een 
positieve eenheidslading van En naar r te verplaatsen. 

Dit houdt in dat de potentiële energie van een lading q in het punt 
r gelijk is aan q V. Het is niet noodzakelijk maar wel gemakkelijk 
om on in het oneindige te kiezen. Dit wordt dan ook meestal gedaan | 
en de potentiaal in het punt r veroorzaakt door een puntlading q in 


de oorsprong is dan 
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r) = Tre, ik | | (22) 


Als het veld door verschillende puntladingen a; wordt veroorzaakt, 


is de potentiaal in het punt r 


Vr) = Ien EEN n | | __ (23) 


In het geval van continue ladingsverdelingen wordt q. vervangen door 
pdV of cd of Adl als de lading respectievelijk ruimtelijk, opper- 
vlakkig of langs een lijn verdeeld is en moet worden geïntegreerd 

in plaats van gesommeerd. | | | 

Uit vergelijking (15) en (22) volgt dat we het verband tussen veld- 


sterkte E en potentiaal V nu kunnen schrijven als 


E == grad v| | | (2) 


Door het superpositie principe geldt dit verband ook voor meer dan 
Eén puntlading waarbij V dan gegeven wordt door (23) en É door (9). 

_ Zoals de veldsterkte aanschouwelijk werd voorgesteld door veld- 
lijnen kan men van de potentiaal een beeld krijgen door equipotentiaal- 


vlakken (of lijnen), dat zijn verzamelingen van punten zodanig dat 
V(r) = constant. n (25) 


Voor een puntlading zijn de equipotentiaalvlakken doneéntrische 
bollen met de lading in het middelpunt. Zie de equipotentiaalvlakken 
(lijnen) ater stipseliiinen in de figuur op pag. 101, 

In concrete problemen is het vaak eenvoudiger om V(r) te berekenen 
dan É(r), omdat V een scalaire grootheid is en É een vector. Als men 
V berekend heeft kan É volgens (2l) worden berekend,hetgeen neerkomt 
op een differentiatie van een scalsire functie naar de plaats. 


Voor een conservatief veld EÉ geldt 
rot É = - rot grad V = 0 | | (26) 
Omgekeerd geldt ook dat als rot É= 0 in een enkelvoudig samenhangend 


gebied de vector E te schrijven is als de gradiënt van een scalar 


en derhalve een conservatief veld voorstelt. 
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Om dit te bewijzen, wordt de stelling van Stokes gebruikt : 


waarbij de lijnintegraal langs een 
gesloten lijn moet worden genomen | 
(kringintegraal) en de opper- 
vlakte integraal over een of 

ander oppervlak dat de gesloten 

laan bet rand heeft. 

De voorwaarde voor het bestaan 

van zo'n oppervlak is dat het gebied 


enkelvoudig samenhangend moet zijn. 





Daar volgens de veronderstelling in elk 


punt van dit oppervlak geldt 
je ° 4 
rot E = 0 
ls dus ú E.ds = 0, hetgeen betekent dat het veld conservatief is, 


De arbeid die men moet verrichten om een eenheidslading uitgaande 
ee . 
van een bepaald punt r over een afstand te verplaatsen in de 


richting van de x-as (Ax e), is dus 


9V 


Vint Ass ol = Vk, paz) A ny ÂX (28) 
en > | | 
r+Ax.e, 
Anderzijds is deze arbeid - f É.as % - E Ax (29) 
r 
1 =s 9V = 0 == _ AV 
Dus 1s E‚ rx en analoog Er Dy en E, 7 (30) 


Stelling van Gauss 


Hoewel de berekening van de potentiaal V vanwege zijn scalair 


karakter vaak de voorkeur verdient boven de berekening van het 


vectorveld É zijn er gevallen waarbij het juist omgekeerd is. 
Als namelijk de ladingsverdeling een zekere mate van symmetrie heeft , 


is een snelle en doorzichtige berekening van É mogelijk. 


siÛTe 


Dit geschiedt dan met de stelling van Gauss: 


bËaÖ =S Ja). | | (31) 
0 | | 


Het linkerlid van (31) wordt (naar analogie van vloeistofstroming) 

de flux van het veld E door het gesloten oppervlak O genoemd. Het 

rechterlid van (31) omvat de totale lading die binnen het oppervlak 
_O voorkomt. De formule brengt tot uitdrukking dat de ladingen de 


bronnen zijn van het elektrische veld. 


We beschouwen een puntlading q en willekeurig oppervlak waarbinnen 
q ligt 
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In het punt A van het oppervlakte elementje 4Ô is de veldsterkte 


e 
= Ien e 
me.r2 Tr 


O 


De flux door dit elementje is dus | 


a dÔ ecos6 | | 

E.d0 = En en ° (32) 
8 dÔ cos8 _ é fi 8 ) 

Nu is en de ruimtehoek van dO gezien vanuit q, (33 
> | pe 

dus is E.dÔ = pe dî en geïntegreerd over het gehele (31) 

| . ne | 
gesloten oppervlak wordt dit Ó E dÔ = é | (35) 


“0 
Bevinden er zich binnen dit oppervlak meer ladingen L dan geldt 


krachtens het superpositie principe 


ó É.aÔ = - ja, . de stelling van Gauss. | | (36) 
@) 3 


Beschouw nu een gesloten oppervlak waarbinnen zich geen lading 
bevindt en waarbuiten één puntlading q' voorkomt. Het veld van deze 
lading is bolsymmetrisch en de flux in het Re a" treedt 
ons gesloten oppervlak binnen door het oppervlakje a, en treedt er 
weer uit door aÔ, ‚, De veldsterkten E, en E hai zich omgekeerd 
als de A , van de afstanden r, en r‚ van respectievelijk aÔ, 


en aó van q, dus 


2 
E r | | 
1 2 | 
lan, (37) 
2 1 | 
d0.cos68 r.? 
Verder is wen ep = en dus 1s (38) 
dO cos@ r.? 
| E- 2 è 
E, do, cos 0, 
mmm mn + = s 
E, 20, cos%, 1 of E‚d0,cos6, E_d0 cos6, 0 (39) 


Door dit uit te breiden tot het gehele gesloten oppervlak Kee 


4 É.dÓ = O als er zich dus binnen dit oppervlak geen lading (40) 
bevindt. | 


ARM 
EE. 
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Op grond van het superpositie principe kan nu dus algemeen 
worden gesteld dat voor elk oppervlak waarbinnen zich geen lading 
bevindt, vergelijking (hO) geldt. Hiermee is de stelling van Gauss 
(verg. 31 en bO) dus bewezen. Daar in verg. (31) en (h0) een 
integraal voorkomt, wordt deze formulering de wet van Gauss in 
integraalvorm genoemd. De wet van Gauss in differentiële vorm 
wordt uit het bovenstaande verkregen door toepassing van 
vectoranalyse. 

We passen de wet van Gauss (verg. 31) dan toe op een infinitesimaal 
parallelepipedum waarvan de ribben evenwijdig zijn aan de coördinaat- 
assen X, Y en 2 en gelijk aan dx, dy en dz. 


Het volume is dv = dx dy dz. 


hd 
El xtdx) 
| 
B Cx) 8 en \ 
| DE (x+dx) 





De flux door oppervlak ABCD is -E(x).dydz.cos8, = -E_ (x)dydz (41) 


De flux door oppervlak EFGH is Elxtdx)dydz.cos6,, =E Caxtdx)dydz (he) 


De netto flux door deze beide oppervlakken —- in hydrodynamische 
termen betekent het datgene wat er meer naar buiten stroomt dan 


naar binnen —- is de som van (h1) en (h2): 
oF oF 


sk nà 
(-E_(x) + B (atdx)} dydz = 57 dxdydz zp dv. (43) 


Op analoge wijze worden uitdrukkingen verkregen voor de totale flux 


in de y richting: 





—_1 10 


9E dE, 
rk, en In de zerichting: zz dv. 


Als binnen het parallelepipedum de lading da zit, krijgt de stelling 


van Gauss (31) de vorm 


3E 3E 3E 


A EED OEE _ dq 1) 
GE ú dy ii OZ ) dv Ee | (hl) 


Voeren we nu nog de grootheid ladingsdichtheid © = EEn in, 
dat is de lading per volume eenheid, dan wordt (bh) 


tl de £ | (h5) 


Het linkerlid van (h5) wordt de divergentie van de vector É genoemd 


en dit wordt geschreven als div E. 


De differentiële vorm van de wet van Gauss is dan En É = Er (6) 
5 0 


De fysische betekenis van deze formulering is dat hier het verband 








gelegd wordt tussen een eigenschap van het elektrische veld in een 
bepaald punt van de ruimte en iets van de ladingsverdeling, namelijk 
de ladingsdichtheid in datzelfde punt. div É is een grootheid die 
de locale verandering van de veldsterkte aangeeft en dus in verband 
gebracht met de ladingsdichtheid op diezelfde plaats. Dit strookt 
met het concept dat de ladingen de bronnen van het veld Zijn en 
div E kan als specifieke bronsterkte worden beschouwd. 

Divergentie is een vectordifferentiaal operator die aan een 
vectorveld een scalair veld toevoegt. Zoals we hebben gezien in 
5 II.B.9 is de gradient een differentiaal operator die aan een 
scalair veld een vectorveld toevoegt . 
In de vectoranalyse komen twee theorema's van Gauss voor: 


Eén in differentiële vorm en één in integrale vorm: 


Wk WS N wenen a eneen meme entei 


pe DE ET 
ai E = lim gE aó | (47) 
Aro | | 


em, In emt manman en tn ema we 


/ div É av = g Baò | ___(48) 





side, 


Een beknopte en handige schrifwijze voor div Ë is Vv.É waarin V 


de Nabla operator is die differentieert en vectorkarakter heeft. 

grad V = VV; div È = v.É; rot v=V XY. | | (49) 
We laten nu nog zien dat het elektrische veld van een punt lading 

overal bronvrij is, dat wil zeggen div E = 0 behalve uiteraard in 


het punt waar de lading zich bevindt: dit is een singulier punt dat 


we als oorsprong nemen. 
Ee : 
B bre r3 (50) 


en X) d 


d 
et Erdee) 


el ere and ke 


or) rr nan (52) 
de kad ; or _ X | 

Daar E: XS + y z 1s vka | (53) 

Substitutie van (53) in (52) geeft: 

A (X \_ 1 3x2 | 

De | 5%) 


r id 


Met analoge uitdrukkingen voor de termen met y en z wordt (51) 


° r 3 (3x 3y? 32) | 
div 8 En re ze gn: + r° + ES: = 0, | (55) 


Hiermee is dus bewezen dat de elektrostatische veldsterkte buiten de 


lading een bronvrij veld geeft. 


(Het bewijs gaat iets sneller door te stellen E= f(r)r en (56) 
gebruik te maken van div f(r)r = 3f(r) + r dE) (57) 


Door generalisatie op grond van het superpositie principe geldt 


ook voor een willekeurig aantal ladingen of continue ladingsverdeling 


Mi p | ' die SE | ; 
div E = c._ » hetgeen impliceert dat div E = O op plaatsen (58) 
O0 | 


waar zich geen lading bevindt. 
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De =) wet van Coulomb en de fluxstelling van Gauss zijn in 
feite alternatieve formuleringen van de essentie van het elekt ro- 
statische veld. De fluxstelling stelt ons, meer dan de wet van 
Coulomb, in staat een aantal eigenschappen van elektrostatische 
lading en veld te begrijpen en te doorzien. Zo kunnen we het 
experimentele gegeven van Franklin (1755), dat lading op een ge- 
isoleerd opgestelde geleider gebracht zich geheel op het buiten- 
oppervlak van die geleider bevindt, met de fluxstelling terstond 
rijmen. Binnen de geleider kan geen veld aanwezig zijn. 

Zou het er toch zijn dan zou er 
een elektrische stroom gaan 
vloeien, net zo lang, tot zich 
zijden binnen de geleider nergens meer 
draad een veld ongelijk nul bevindt. 
De ladingsverdeling binnen de 
geleider zal dan zodanig zijn 


dat overal binnen de geleider 


É = O is. 


Nemen we nu het oppervlak onder 





de buitenkant als ons Gauss- 
oppervlak (de gestippelde lijn) 


dan is op elk punt van dit 


Gauss oppervlak 


oppervlak É = O ‚dus is 

Ó E.d0 = 0 , dus is volgens de 
fluxstelling ja; = 0 binnen dit oppervlak, zodat alle opgebrachte 
lading a,» As Az enz, zit op de buitenkant van het bte 


Heel nauwkeurige metingen met een zeer gevoelige elektrometer binnen 
twee concentrische bollen hebben aangetoond dat lading op de buiten- 
ste bol gebracht niet in het minst werd overgedragen op de binnenste 
bol en hieruit leidden Plimpton en Lawton in 1936 af dat de 

exponent in de wet van Coulomb moet liggen tussen 


1,999999998 en 2 ,000000002 


Het feit dat de exponent in de _-vet zo precies 2 is, stemt tot 


nadenken. 
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V.F. Toepassingen van de Stelling van Gauss 


1. 





2. 


Berekening van het veld van een vlakke oneindig grote plaat 

die uniform geladen is met een oppervlakteladingsdichtheid o. 
Daar de plaat rotatiesymmetrie vertoont om elke as loodrecht 

op de plaat zal het veld EÉ loodrecht op de plaat staan. 

Verder is het systeem invariant voor verplaatsing in alle 
richtingen evenwijdig aan de plaat. Daardoor zal É in alle 
punten van een vlak evenwijdig aan de plaat constant zijn en 
zal E alleen nog van de afstand x tot de plaat kunnen afhangen. 


Uit de spiegelsymmetrie ten opzichte van de plaat volgt 


Elx) = - E(-x). 

Als Gauss oppervlak kiezen we een rechte cirkelcylinder die 
met zijn as loodrecht op de plaat staat en deze doorsnijdt. 
Alleen de oppervlakken van de cylinder evenwijdig aan de plaat 
| leveren een bijdrage tot de 
flux, het cylinderoppervlak 
niet. De lading binnen de 
cylinder is 00, de totale 


flux 2.E.O dus is 


2EO = La 00 ‘ en 1s dus 
€ 
O 
jn 
E= (59) 
aeg 


Het veld is aan weerszijden 
van de plaat dus homogeen 

en Is te schrijven als 

E= €, (60) 


2e, n 


hd e Eá 
waarbij AA de normaal- 


eenheidsvector op de plaat bc 


Berekening van het veld van een uniform geladen isolerende bol met 


| straal R en totale lading Q. 
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Daar de ladingsverdeling bolsymmetrisch is, zal het veld 
radiaal gericht zijh en alleen van de afstand r tot het 
centrum van de bol afhangen. Wat de plaats betreft, 
onderscheiden we twee gevallen: | 
a) r 2 R., Toepassing van Ó E.aÔ =À _ geeft 

E mr? -8 dus E = en dat wil zeggen 

€ hre r 
‘ O O 

Nn Q => | 

Se Mar Ee (60) 





Hieruit kan de conclusie worden get rokken dat het veld van 
een bolsymmetrische ladingsverdeling in punten buiten deze 
ladingsverdeling gelijk is aan het veld van een puntlading 
die gelijk is aan de totale lading van de ladingsverdeling. 
dor gravitatiekrachten betekent dit dat hemellichamen met 
bolsymmetrische massa=verdelingen elkaar als puntmassa's 
aantrekken. 
b) r S R. Als Gauss oppervlak nemen we een bol met als middelpunt 
het midden van de ladingsver- 
deling en als straal r. 
Het veld É(r) staat op 
elk punt van het bol- 


É(r) 


oppervlak loodrecht op 
dit oppervlak. Toepas- 
sing van de fluxstelling 
voor dit oppervlak geeft 


dan 


umriE(r) =à, 
de 





De lading binnen de bol 
met straal r is q = EQ, 
dus is EÉ(r) een en „re_- (61) 


3 
lrR Er) 


ed 


Het veld in het centrum is dus O en binnen de bol is het veld 
evenredig met de afstand tot het centrum, buiten de bol 
omgekeerd evenredig met liet kwadraat van de afstand tot het 


centrum. Met behulp van de uitdrukking 


Vr) = 8 E dr kan de potentiaal worden berekend. (62) 
r | | 
Î | | Als r ÈR: V(r) = A 
Ì Ter 
| 0 
V‚E | | 
r ER: Vr) = gef3R?- r2) 
Tek 
1 
en 
KS 
mmm 
nanne 
ne 





V.G. Vergelijkingen van Poisson en Laplace 


De stelling van Gauss is in differentiële vorm 
divE=E | | (63) 
B 
een partiële differentielvergelijking van de eerste orde. In 


Cartesische componenten geschreven, luidt (63): 


DE 3E 3E | | 


JX dy 92 €Q 
_ | JF ä | 
N _ 9V ’ K dV ‘ 
Nu is volgens (30) B -jx ûus is ze ak (65) 


met analoge uitdrukkingen voor de andere termen van (6L). 








SN BN OBN gk 


Dus is OE Bz Ss ‚ de differentiaalvergelijking (65) 


voor de potentiaal, die de vergelijking van Poisson genoemd wordt. 


Met behulp van de vectoranalyse is de formulering van het boven- 


staande div É = Ë, É= - grad V; div grad V = - An = el (66) 
0 | | O0 


A is de Laplace operator of Laplaciaan die op allerlei coördinaat - 


m 


systemen kan worden toegepast. In Cartesische coördinaten is 


2 2 2 
he | (67) 


Ax ay az? 
De vergelijking van Poisson is een tweede orde differentiaalverge- 
lijking maar de functie waar het om gaat, de potentiaal, is scalair, 
terwijl in de stelling van Gauss de vectorgrootheid É voorkomt. 
Op plaatsen waar de ladingsdichtheid O is gaat de vergelijking van 


Poisson over in de vergelijking van Laplace: 
Re (68) 


Dit is een van de belangrijkste vergelijkingen van de theoretische 
fysica die niet alleen in de elektriciteitsleer en de gravitatie- 
theorie een belangrijke rol speelt, maar ook in de theorie van de 
vloeistofbeweging (hydrodynamica), de elasticiteitsleer, de theorie 
van de diffusie en de warmtegeleiding. 

Bij de oplossing van de vergelijkingen van Poisson en Laplace 
kunnen twee onafhankelijke randvoorwaarden worden gesteld (de 
differentiaalvergelijking is van de 2e orde). De functies V die een 
oplossing zijn van (66) en (68), als deze in sferische coördinaten 
worden geformuleerd, worden harmonische functies genoemd en de 
behandeling hiervan is een hoofdstuk in de mathematische fysica. 

We geven van de vergelijkingen van Laplace en Poisson een êéén- 
dimensionaal voorbeeld: 

a) De berekening van het potentiaalverloop tussen twee oneindig grote 
evenwijdige vlakke platen met afstand d die de potentialen V 


en Vo hebben. 


1 





shire 


De symmetrie suggereert weer dat de potentiaal alleen van de 
x-coördinaat loodrecht op de vlakken afhangt. In de ruimte 


tussen de platen zit geen lading dus is (Laplace) 








av _ AVS 

5 0 (63). Integratie geeft —r = C: 
de veldsterkte is dus constant E = — Cx Á AV = -E dx; 

V == Ex +D met de randvoorwaarden V = V, als x= 0 en V= V‚ 

| ei eek, 
als x= d, v, = D en V, = = Ed + V, dus E en El . 
De potentiaal tussen de platen is dus 
a U | 
Ln x+V,. (64) 


b) De berekening van de potentiaal in de situatie onder a) waarbij 
zieh nu bovendien tussen de platen een uniform verdeelde lading 


met ladingsdichtheid o bevindt. 


afV _ —o eN san 
AZ 5 É, (65), vate e” + C. De veldsterkte E = — ax (65) 


ls lineair in x 


2e 


far {ls pik + C)dx dus V=-8x2+Cx+D. 
0 0 


De randvoorwaarden zijn weer V = V, als x= 0 en V= V als x= d; 


1 2 
Ì me | . SS L_ 2 , | Ed Un an LL 2 
dan volgt D= V; V‚ ze + Cd + Vs C ata Vv, + ze ) 
dus is Vv=-& 24 tn NE gd, + VV. | (66) 
Ze, d è 1 2e) 1 


x is een parabool. 
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V.H. De Energie in een 5 =krachtveld 





In SV.D is de arbeid uitgerekend die men moet verrichten om 
een eenheidslading uit het oneindige naar het punt r te brengen 
(zie formule 22, pag. 105). 


kre) r 


> Ee mat a | ng 
Vr) =d. Ed (67) 
Hierbij wordt het veld teweeggebracht door een lading q in de 
oorsprong en de grootheid V is gedefinieerd als potentiaal in het 
punt r. Om nu de configuratie tot stand te brengen waarbij ladingen 


a, en A, op plaatsen respectievelijk Tr. en Be zitten, is dus nodig 


1 


ä beid mi Ren B (68) 
| 0 ins Fo | | 


Wordt vervolgens een lading a3 in positie jn gebracht dan is daarvoor 


nodi de ergie W ( ) + W ( ) = Ì DE kc HE8 143 
8 KOE Meg A3 B do» dz ge annen 





). (69) 
al 


en 


“0 r,- F 4 


ij: 
l [E-t 
De arbeid die verricht moet worden om een configuratie van 


N puntladingen te realiseren, is dan 


aq 


H 
Cte 





N N 
NTR Me En , 


(ro) 


Kit 


1 [r,- ;| 


o 
HH 


waarbij gesommeerd moet worden over alle paren. Het accent bij het 
sommatiesymbool sluit de termen i = J uit. De factor 5 hangt samen 

met het feit dat bij de sommatie elk paar tweemaal voorkomt. Wo wordt 
wel de assemblage energie van de ladingsconfiguratie genoemd. 

Met formule (70) kan bijvoorbeeld de energie inhoud van een 
ionenrooster worden berekend. Bij gelijknamige ladingen is de 
arbeidsterm positief, bij ongelijknamige ladingen negatief. Daar 
massa's elkaar aantrekken en niet afstoten is de assemblage energie 


he voor een massaconfiguratie altijd negatief: 
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N N mm. Ee 
Rrk (71) 
Kal Ji rn | 


De uitdrukkingen (69) en (71) zijn eenvoudig te generaliseren voor 


continue ladings- en massaverdelingen. 


J 


We zullen dit doen voor W_. Voor de punt ladingen a; en q 
substitueren we o(r)Av en o(F')Av' en de sommaties worden 


integraties: 


Ws Bren ff se) dv.av'. (72) 


r =— r' 
| | 


Voor een continue ladingsverdeling is de potentiaal (vergelijk 


formule 23, pag. 105): 





Set 
Vír) = ee ĳ ve E ) dv! , zodat de assemblage energie (73) 
0 |F = a 
te schrijven is als 
1 Ee: > | | | | 
Wez folr) V(r) av. (Th) 


Voor oppervlakte- of lijnladingen gelden uiteraard analoge formules. 
In concrete gevallen wordt het eenvoudigst eerst V(r) uitgerekend en 


vervolgens met (7h) We 


Als voorbeeld berekenen we de elektrostatische energie van 
een homogeen geladen boloppervlak met totale lading Q en bolstraal R. 
Q 





De oppervlakteladingsdichtheid is o= TS (75) 
de potentiaal in elk punt van het boloppervlak Pe Re (76) 
En 0 | 
Formule (Th) voor een oppervlaktelading luidt 
1 > > 
Wo =s. folr). v(r). à0. (77) 


e 2 
___ OPP. 
In ons geval wordt dat 
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e 2 °* lnRe * brek 








Te | 
n LnR = Bre R ze | (78) 


Als we nu de straal van de bol laten toenemen van R naar R + AR is 
de verandering van de assemblage energie 
EN PE: NN (79) 
6 R + AR R bre, R2 * | 

Als de bol groter wordt, neemt de elektrostatische energie af. 
Bij groter worden van de bol van R naar R + AR verdwijnt het veld in 
de bolschil AR, verder blijft het veld overal onveranderd omdat Q 
gelijk blijft. Met het verdwijnen van een deel van het veld gaat een 


vermindering van de assemblage energie gepaard. Het elektrische veld 


In de bolschil R>R+dR is 


E(R) = Tre”? | (60) 


De energiedichtheid in van het elektrische veld wordt verkregen 


pec. | 
door — AW_ van formule (79) te delen door het volume van de bol- 


schil UmR*AR, uitkomst | 
2 
Wspec. 7 one Rt | (81) 


| € 
wp | | 
Uit (80) en (81) volgt Wat: 5 ES, (82) 


De energiedichtheid in een bepaald punt in eendlektrisch veld is dus 
evenredig met het kwadraat van de veldsterkte ter plaatse; 


Ee 


de evenredigheidsfactor is 5 


De totale energie van een elektrisch veld is dan te berekenen als 


W = =| E2av, waarbij geïntegreerd moet worden over het (83) 


gehele volume waar E #0 is. 
Algemeen kan worden gesteld dat voor ruimtelijk begrensde 


ladingsverdelingen de assemblage energie gelijk is aan de veldenetrgie. 


Door in verg. (83) te substitueren E(r) reed … __(8h) 
O 


en dan te integreren over de gehele ruimte buiten de geladen bol met 
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straal R vinden we de veldenergie 


mee Es 2 EE ee OO 
MEE dek en m2). brrfar Bn he (85) 
R "0 0 | 
Dit is precies de assemblage energie van formule (78). 


Tenslotte berekenen we nog als voorbeeld de gravitationele 
assemblage energie van een homogene bol met massa M, straal R en 
dichtheid o. De arbeid die moet worden verricht om een bolschil 
met massa am, straal r en dikte dr in het gravitatieveld van de 
resterende bol met massa m naar het oneindige te transporteren, 18 


m dm 


en a, 2 mor? . hnr?par = 1 „2002rtar (86) 


Over de gehele bol geïntegreerd, geeft dit voor de assemblage 
energie of gravitationele eigenenergie van de bol 
16 


JS Partes =S GMS | 
g 15 5 R (87) 


W 


Voor de homogeen veronderstelde aarde is dit — 2,2 , 1033 J;, 

voor de zon — 2. 10*1 5. | 

Door inkrimping van een ster neemt de eigenenergie af en de 
kinetische energie van de atomen en atoomkernen, c.q. de temperatuur 
toe. Een ster beschikt dus krachtens de gravitatie over een bron 


van energie (gravitatie collaps). , 
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VI. DE WETTEN VAN KEPLER Lit.: AF 9; S h; B 9, 


VEA Inleiding 


In Hoofdstuk V is de —-krachtwet voor het gravitatieveld en 
het elektrostatische veld behandeld, waarbij de plaats van elke 
massa en lading gefixeerd was. Het is echter duidelijk dat deeltjes 
die elkaar aantrekken of afstoten en niet op de een of andere 
manier vastgeprikt zitten onder invloed van deze wisselwerkings=- 
krachten zullen gaan bewegen. Bij de beweging vet die deeltjes 
treedt tussen elk tweetal van de verzameling een centrale kracht 
op, dat wil zeggen een kracht die gericht is ANSE de verbindings 
lijn van het tweetal. | 

Als we nu veronderstellen dat er buiten de onderlinge wissel- 
werking der deeltjes geen uitwendige krachten op het systeem worden 
uitgeoefend, gelden de volgende behoudswetten (Zie 58 III.B, pag. 69): 
Je Het zwaartepunt van het systeem beweegt met constante snelheid. 


Dit volgt uit verg. (23), pag. 71 want daar ) F° = 0 is 


1 
B =) F,° = 0, dus r_ = 0 zodat | (1) 
6 1 z 
® 1 d 
In dit is de snelheid van het zwaartepunt, constant is. 
ds Het impulsmoment j blijft behouden aangezien B P=l (2) 


> > : | 
en P = 0 dus L = 0 en dus is L constant (zie verg. (2h) pag. 71). 


. . À . id . 
3. Het spinimpulsmoment S, d.1. het impulsmoment van de beweging 


ten opzichte van het zwaartepunt, blijft behouden. Volgens 


| : > Z > 
$ III.B, pag. 70 is S=) mj, * vj | (3) 
en MM” =$, | (h) 
: SZ ie > B a 
Nu is M ) rx FP, ' (5) 


… EE é 
Omdat er geen uitwendige krachten werken, is M =$ = 0, 


dus is $ constant. 





VI.B. 
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Met behuls van de formuleringen van 8 III.B kunnen we het 
meer-deelt jes-bewegingsprob leem nu dus toespitsen op een beweging 
ten opzichte van net zwaartepunt met het gegeven dat het spin- 
impulsmoment van het gehele systeem behouden blijft. | 

In Hoofdstuk V hebben we met behulp van de fluxstelling aan- 
getoond dat het gerechtvaardigd is hemellichamen (c.q. ruimtelijk 
verdeelde ladingen) als puntmassa's (eq. puntladingen) op te 
vatten op voorwaarde dat de massaverdeling (c.q. ladingsverdeling) 
bolsymmetrisch is. In het vervolg zal derhalve over puntmassa's of 
deeltjes worden gesproken. Nu is gebleken dat het dynamische meer- 
deelt jesprobleem alleen dan analytisch oplosbaar is als het aantal 
deeltjes slechts twee is. Het drie- en meerdeelt jesprobleem is 
alleen met computerberekeningen bij benadering op te lossen. In de 


rest van dit hoofdstuk wordt het tweedeeltjesprobleem behandeld. 


Het Twee-Deelt jes Probleem 


In 8 III.A, pag. 68 is uiteengezet dat de beweging van twee 
deeltjes, afgezien van de zwaartepuntsbeweging, kan worden opgevat 
als de beweging van één deeltje ten opzichte van een inertiaal 
waarnemer met gereduceerde massa 


mn ‚m | 
u Ever en dat op dit '"pseudodeeltje!" een kracht (6a) 
1 2 


werkt gelijk aan de wisselwerkingskracht tussen de twee oorspronke- 
lijke deeltjes. De massa wordt gereduceerd, de kracht daarentegen 


blijft onveranderd. De bewegingsvergelijkingen van de deelt jes m, 


en m, zijn respectievelijk 
EE > > 
mr, F2 Bs (Ta) en mr DA, Ee (7b) (Tab) 
waarbij Yy = Gm‚m, is. Dan is (6b) 
r. -r =p Ezi en + el anders geschreven 

1 Di 12 ‘m m 

ro 1 e Í 

nn 
an Y > | 
et rn “121 | | 8) 


| 
| | 


VIC. 
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Dit is de bewegingsvergelijking voor het deeltje met gereduceerde 


massa u. E Ek 

| ME + MF 

> 
Daar r = Al SS is EE (9) 
VÀ MP Mr 
1 2 

> > „5 Ean gá Rnd | sf ee 
Re, Et Es (10a) en a mt F5 (10b) (10ab) 


Als de bewegingsvergelijking (8) is opgelost, zijn met behulp van 
(10) dus ook de baanvergelijkingen van de deeltjes m, en m, af 
zonderlijk uit te rekenen. Uit de beide uitdrukkingen (10) volgt 
dat de banen van m, en m, gelijkvormig zijn. 


Het zal blijken dat de banen van m, en m_ en u kegelsneden zijn. 


1 2 


[mpulsmoment; Perkenwet: Tweede Wet van Kepler 


In de vorige paragraaf is het tweedeeltjesprobleem teruggebracht 
tot een eendeelt jesprobleem, waarbij een enkel deeltje met massa u 
zich bevindt in een centraal-symmetrisch krachtveld. In 6 II.B.6 is 
reeds opgemerkt dat in dit geval het impulsmoment Í ten opzichte van 
het centrum constant is en wel omdat het krachtmoment ten opzichte 
van dit centrum nul is. Door de snelheid te ontbinden in het. stelsel van 


poolcoördinaten (zie pag. 19 }: 


> > Miza ° . ° ° 
vS, Ke en te substitueren in de uitdrukking (11) 
De ij a & 
voor het impulsmoment L=r xuv=r X u(te, + rôêë, ) | (12) 
kn ne > > 
krijgen we, daar r Xx ES 0: 
Te Tx ure B. = prib(e, X €). | (13) 


Deze vector is constant van grootte en richting, waaruit volgt dat | 
het r-0-vlak,waarin het deeltje beweegt, niet van richting verandert, 


hetgeen logisch is omdat de kracht in dit vlak ligt. 
NA: | 
Dus is D= rl E (1h) 


Dit betekent dat het oppervlak, dat de voerstraal per tijdseenheid 


VID, 


195 


bestrijkt —- de zogenaamde perksnelheid _ 


gelijk is aan dr20 en derhalve constant 


is. Dit is de tweede wet van Kepler: 
„de perkenwet. 


Differentiatie van (1h) naar de tijd geeft 





ortò + r2ô= 0 of 
216 + rô= 0, _ (15) 


Dit is net de uitdrukking voor de azimutale component van de ver- 
snelline ag (zie formule (23), pag. 19 ) en het feit dat deze 0 is, 
komt overeen met het centrale karakter van de kracht. De wet van 
behoud van impulsmoment heeft dus niets te maken met de 5 functie, 


maar is alleen te danken aan het feit dat het krachtveld centraal is. 


Oplossing van de Bewegingsvergelijking 


De differentiaalvergelijking voor de beweging van het deeltje 


met gereduceerde massa u is volgens formule (8), pag. 123: 


> > | | 
uE = L hae (16) 


De uitdrukking voor de versnelling in poolcoördinaten is 
(zie 5 II formule (23), pag. 19 ) 

r= (E- rbe: 4 (re + 2tô)e,. (17) 
De kracht is centraal dus de O-component van de versnelling is O 


(perkenwet!) dus wordt (16): 


u(r -— r62) = -% : (18) 
Voor de oplossing van deze differentiaalvergelijking gaan we —= 
enigszins gekunsteld —- over op een nieuwe variabele u 5 . (19) 
dr _ _ 1 du 

de u? ae * | | (20) 
° _ dr > _ Jd du L _ L du | 
ET ae” “u? 40 ur?  uaäe | | KEU 
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Hierbij is gebruik gemaakt van formule (1h) de perkenwet : 


© ki 

DS 4 22) 
Ur | | 

…_ Ld du, _ Ldfu «© L? 2 d2u | 

ak u ae {ao Tp de2 * ak ue ae2 | | | KES 


Substitutie van (19), (22) en (23) in (18) geeft 
‚ | 
Titu- dd. EE (eb) 


De algemene oplossing van deze differentiaalvergelijking is 


(vergelijk met de harmonische oscillator) 


u= Ceos(0 + a) +5 of = Ccos(8 + a) + , (25) 


L2 


|= 


Hierbij zijn C en a integratieconstanten. 
Door een nieuwe as te kiezen die een hoek -ù maakt met de oude 
wordt uitdrukking (25) 


Ì 


+ Ccosô 





{ = 


(26) 


EE 


Dit is de vergelijking van een kegelsnede in poolcoördinaten, hetgeen 


in de volgende paragraaf nader zal worden toegelicht. 


VIE. Kegelsneden 9 


Een kegelsnede is een kromme beschreven door een punt dat zodanig 
beweegt dat de verhouding e van zijn afstand tot een vast punt (het 
brandpunt) en tot een lijn (de richtlijn) constant is, Al naar gelang 
deze verhouding e (de zogenaamde excentriciteit) kleiner dan, 
gelijk aan, of groter dan 1 is, hebben we te maken met respectievelijk 


een ellips, een parabool of een hyperbool. 








ÊT- 
richtlijn 
r 


EOF mn 
d — rcos® 


(27) 
volgens de definitie van kegelsnede 


e < 1: ellips 

Ee = 1: parabool 

Ee > 1: hyperbool 

Uit (27) volgt als expliciete 
uitdrukking voor r: 














ne 
| | ET + ecos6 (28) 
In de figuur hierboven is het geval van een ellips getekend. 
Voor punt A (8 = 0) is r,‚= EG Oe (29) 
iN 1 + € 
; ed 
Voor punt B (6 = mT) is r_= | (30) 
| | B | — Ee | 
Î me oe _ Oed 
| De lengte van de grote as van de ellips is AB = 2a = at TB * Toe? (31) 
De lengte van de kleine as der ellips is CD = 2b = 2a/i=e?= en (32) 
| le? 
f 22 A2 
. a pe b 
Á nne | | (33) 
| | 2 ne | | 
Het oppervlak van de ellips is O = rab = ma@/1 — e2 __(3b) 
Een cirkel is een ellips met e= 0; dan is b = a en O = ma? (35) 


Vergelijking van de formules (26) en (28) toont dus inderdaad 
aan dat de baan van het deeltje een kegelsnede is, waarbij een brand- 
punt het centrum van het krachtveld is. In het geval dat e < 1 is, 
beschrijft het deeltje een ellipsbaan met het centrum van het kracht- 
veld in één van de brandpunten. Dit is de eerste wet van Kepler. 

De bekendste voorbeelden zijn de beweging van de aarde om de zon en 

die van de maan omde aarde. | 
__Bij de beweging van de planeten om de zon wordt de baan van elke 

planeet gestoord door de aanwezigheid van andere planeten. Deze 

EE ‘ storingen kunnen met computers worden berekend en hebben het gevolg 

dat de ellipsbanen langzaam roteren om de zon (periheliumverschuiving) 

en dat de excentriciteit der ellipsbanen langzaam varieert om een 


gemiddelde waarde. 
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VI.F. Energie en Bindingstoestand 


De totale energie van het pseudodeeltje u in het centraal 


symmetrisch == krachtveld is 


E =E +E == L + Juv?, ee | (36) 


waarbij r de afstand is van u tot het krachtcentrum en v de snelheid 
van u ten opzichte van ditzelfde centrum. Ontbinding van v in een r 


en een 6 component (zie 11) geeft daar 


vi = P2 + r2o? 
E‚ =- Lt Zur? + Jur2ô2 | (37) 
t Ë 
Eliminatie van 6 waarvoor geschreven kan worden B = mr (zie verg. 
| 2 
=… 14+ ARE 
Il) geeft B, = ur Dur? (38) 


De derde term in (38) wordt de centrifugale potentiële energie 
ede STEE 
4 | | 
E = en genoemd omdat de kracht die hiermee samenhangt gelijk is (38a) 


aan F= — grad Ee. = Lê. | (39) 
Deze kracht is van de oorsprong af gericht, het is dus een centri- 
fugale kracht, die ervoor zorgt dat het deeltje niet willekeurig 
dicht bij het krachtcentrum komt, vandaar ook de naam centrifugaal 
barrïêre. De energie is door vergelijking (38) uitgedrukt in r en r, 
hetgeen te interpreteren is als de energie van een quasideeltje 


onder invloed van een effectieve potentiële energie 


2 
En Pe 

Beef r Zur? * | (40) 
L2 | NE . 

De term E = Dure kan ook opgevat worden als kinetische energie 

van rotatie, ur? = I, het traagheidsmoment van u ten opzichte van 

LS Le 
het centrum, = (zie formule (28), pag. 87 ) _ (41) 
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Een grafisch verband tussen de verschillende energietermen 
en de afstand r is in de figuur hieronder getekend. De centrifugale 
potentiële energie is door de stippellijn aangegeven; het is een 
positieve energieterm. De gravitatieveldenergie -$ is negatief. 
De som Bn van deze twee termen is in de figuur getekend, | 
Or? 


} ee Our? 


af 
Pd 
S 


ie 
l 


©, 
bd 
! 
Û 
f 
! 


heaennnntennmennennnatenmnsmmn ntens 


mm mn nn 





z : 
an end re 
5 d 
N 


De centrifugale term is voor grote afstanden klein, maar neemt voor 
zeer kleine afstanden snel toe. Als de totale energie wordt gegeven 


door B zal het deeltje een cirkelbaan beschrijven met straal r 


9 
1 | 0 
| LE en. 
de kinetische energie is dan Jur? = 0 daar r= rj constant is. 
| 2 
Het minimum van E wordt bereikt voor r =r,‚= Ed É (he) 
eff 0 uY 
De waarde van E in dit minimum is E =-, (43) 
| eff t, er, 4 
Als de totale energie B is, aangegeven door de lijn AB, zal de | 
> | 


straal van de baan variëren tussen de minimale waarde r, en de 


maximale waarde ry en het deeltje zal een ellipsbaan beschrijven. 
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De kinetische energie Zur? is O in de omkeerpunten r = r, en r =r 


en heeft de maximale waarde E =E =E | | (hl) 
k ie Er | 
max 2 1 


iv 


Als het deeltje tenslotte een totale energie E O heeft, 


3 


zal het van het centrum wegvliegen, anders uitgedrukt het 
“dissocieert!" van het krachtcentrum. De kleinste energie die aan 
het deeltje van buitenaf moet worden toegevoerd om vanuit de toestand 
En te dissociëren, is dus -— En Dit is een positieve grootheid, de 
dissociatie energie, die een belangrijke rol speelt bij de vorming 

en dissociatie van moleculen en de ionisatie van atomen en moleculen, 


Als de totale energie E, < 0 is, wordt gesproken van een 


gebonden toestand van het deeltje en de baan is een ellips. 


Indien B > 0, bijvoorbeeld de in de grafiek aangegeven waarde Ne 
spreken we van een verstroolingstoestand; het deeltje nadert dan 
het verstrooiingscentrum tot de afstand r, en verdwijnt vervolgens 
naar het oneindige, waarbij het een hyperboolbaan beschrijft. 

Als illustratief voorbeeld beschouwen we verschillende banen 
van een deeltje met massa m (ruimtevoertuig of kunstmaan) dat op een 


hoogte h boven het aardoppervlak horizontaal wordt weggeschoten met 


n (formule (38) }) 
negatief, nul of positief is, zal de baan een ellips (cirkel), 


een snelheid vor Al naar gelang de totale energie E 


parabool of hyperbool zijn met als 


nnen anne hennen een 









A Vo 
NS brandpunt het centrum van de aarde, 
Als v, klein is, zal de ellips de 
erbool Ò . 
Bo aarde snijden, hetgeen betekent 
dat het deeltje op aarde valt. 
Ee Ellipsbanen (inclusief de cirkel- 
baan) die de aarde niet snijden 
zijn stationaire toestanden of 


parkeerbanen van het deeltje. 
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De aardse ontsnappingssnelheid is de kleinste snelheid waarmee een 
deelt je van het aardoppervlak moet worden weggeschoten om buiten 
de attractiesfeer van de aarde te komen, dus in het oneindige. 

Bij een verticale baan gaat geen energie zitten in de rotatie (de 


centrifugaalterm is nul) en dan is E‚, = 0 voor 
fe / , \ ä ek à 
= mer 4 / DL, Daar m << M is u m. Hierbij is M de 


massa van de aarde, R de straal en G de gravitatieconstante, 
Substitutie van de numerieke waarden van G, M en R geeft 


Ve xv 11,3 km/s, onafhankelijk van de massa van het deeltje waarbij 


de niet conservatieve afremming van het deeltje door de aardatmosfeer 
buiten beschouwing is gelaten. Het heerl ontsnappingssnelheid ligt 
ten grondslag aan het feit dat de aarde zwaardere gassen, die een 
kleinere moleculair-kinetische snelheid hebben dan lichtere gassen, 
langer kan vasthouden dan die lichtere gassen. Hiermee hangt ook 


samen dat mercurius geen dampkring (meer) heeft, net als de maan, 





r 
TTT 10km 


Aarde | Maan 
® Ì | , 
Aarde: Ì 
R_=6,h.10Êm; M =6.102*kg 
a Re A 
_GM_ Ke 
vr) = -_ = Ker 
EE 
oor B, 
7 (specifieke kinetische 
Maan: energie van nabije 
[ satelliet 
R=1,7-10êm; M she 102?kg n 
GM (E, zE +E p Ee = -3E, 
Vv re Ja J/kd ede le 
m r ee An, 


Afstand EA ne m. 


Gravitatiepotentiaal van het systeem aarde — maan. 
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mars een zeer ijle dampkring en jupiter en sat urnus een enorme 
dampkring met ammoniak en methaan. In bovenstaande figuur is het 
gravitatiepotentiaalverloop tussen de aarde en de maan getekend. 
Uit deze grafiek is duidelijk te zien dat een maanvoertuig aan het 
begin van zijn reis vanaf de aarde het grootste deel van de 
attractie energie moet overwinnen. In de hiervoor behandelde 
gevallen is de waarde van Y positief verondersteld wat correspon- 
deert met een aantrekkende kracht. 

Als y < O0 is, zullen er in het geheel geen gebonden toestanden zijn 
omdat Erf dan voor geen enkele waarde van r negatief is. 

Er dient nogmaals de aandacht op te worden gevestigd dat het 
tweedeeltjesprobleem is herleid tot twee afzonderlijke bewegingen: 
le, De beweging van een deeltje nae massa M = m, + mn, met de 

snelheid van het zwaartepunt r,: de zwaartepuntsbeweging. 
ee. De beweging van een pseudodeeltje met gereduceerde massa u 

in een centraalsymmetrisch krachtveld. In het voorgaande en 

het volgende betoog houden we ons alleen met de tweede 


beweging bezig. 


VI.G. Algemene Gravitatiebeweging : Eerste Wet van Kepler 


In $ VI.F werd een uitdrukking voor de totale energie E‚ 


gegeven (formule (36)) waarbij voor de potentiële energie de uit- 


5 [2 


drukking Ee == gebruikt werd. 


We laten nu de r-afhankelijkheid van B nog even in het midden en 


we formuleren de totale energie als 


E‚ = B + Zuv2, | OO (h5) 


Op analoge wijze als in 8 VI.F wordt v in componenten gesplitst > 


zodat | | 
Nd, bs (56) 

men S 
E, E Ft sur + 5 ) | | 





A33 


waarbij ook weer gebruik gemaakt is van de perkenwet: 


B = ar ö Nu is met (46) r evnliciet te ’ | (47) 
formuleren als: F ={(Ê(E -E en }. (48) 
i ERE: Pp Zur? 
Deling ve (18) door (kT) geeft 
Bin 2 3 En 
era) (49) 
dô ll | 4 
ur 


De vergelijking van een kegelsnede in poolcoördinaten met een brandpunt 


ed 


1 is (zi pag. 12 TP 
als oorsprong is (zie formule 28, pag 1 ® 1 + ecos6 


(50) 


Differentiatie van r naar 0 geeft 


dr ed rsing 


de (T+ ecosb)2 ais d ’ | (51) 


Uit de gelijkstelling van de rechterleden van (49) en (51) volgt dan 


22 2E, -E) 2 | 
in = d H _t PP nn L 
sin 6 == { r nn . | (52) 
3 e = d In Eerd = a 2d Ì 
Uit (50) volgt: cos6 = r “5 dus sin0=1 - oren (53) 
Combinatie van (52) en (53) geeft 
2 2 
1 + 2d en 1 es ien. a: = zasllan ° (5h) 
er e? L L 


E, is constant en onafhankelijk van r, terwijl Be een functie van r is. 


Als verg. (5l) voor alle waarden van r juist moet zijn, valt deze 


vergelijking in twee vergelijkingen uiteen: 





2af uE, n | 
2d _ | n L 
Er L of 8 eudr En n (55) 
2dè uE 2 
| _ Ù _ _L 1 


Uit (55) volgt dat de baan een kegelsnede is op voorwaarde dat de 
potentiële energie ae omgekeerd evenredig is met de afstand r van 


het deeltje tot het brandpunt van de kegelsnede. 
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Deze formulering houdt tevens een generalisatie in van de 
eerste wet van Kepler, waarbij niet alleen ellipsen maar ook 
parabolen en hyperbolen mogelijke banen zijn. 

De vorm van de baan hangt van de waarde van e af en (56) geeft 


_ dan tevens het teken van de totale energie FE, | 


Als € > 1 is, dan E‚ > 0 en de baan is een hyperbool 


e= 1 dan B, = 0 en de baan is een parabool 
Ee <1 dan E‚ < 0 en de baan is een ellips 


Dit is geheel in overeenstemming met hetgeen in 5 VI.F is behandeld. 
De ellipsen corresponderen met gebonden toestanden en de hyperbolen 
en parabolen met verstrooiingstoestanden. 

Nu heeft een hyperbool twee takken en de fysische betekenis 
hiervan is dat bij een zp aantrekkende eik de tak om het krachte- 
centrum wordt beschreven, terwijl bij een 7 afstotende kracht de 


andere tak wordt doorlopen (zie figuur). 








baan van m bij 
een afstotende kracht 


baan van m bij 
een aantrekkende kr acht 


Overeenkomstig de redenering van deze paragraaf heeft Newton 


de _-gravitatiewet afgeleid uit de eerste wet van Kepler, die 


langs empirische weg door Kepler was gevonden. 
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VI.H. Verband tussen Baan, Energie en Impulsmoment 
Een uitdrukking voor de totale energie is formule (56) op 


L2 … 1 








pag. 133 EE = az - e (56) 
Met de waarde voor de halve grote as van de ellips a= 5 a) 
(formule 31) kunnen we B, schrijven als 
NE | 
Be _ 2edpa * | (57) 
Combinatie van (55) en (57) geeft 
e E Te 4 rät 
E, B En (58) en daar B, … Ís, wordt (58) 
de uitdrukking voor de totale energie E, = -_L . (59) / 
| | e 


Deze formule laat zien dat de totale energie alleen afhangt van de 
grote as van de ellips maar niet van de kleine as. 

Verschillende banen met dezelfde grote as en verschillende 
excentriciteit (zie figuur) hebben dezelfde energie als de cirkel- 


baan met straal a. 


Uit (57) en (59) volgt 


L* = eduy . De ‘ (60) 


Substitutie van de waarde voor 
ed uit formule (31) geeft 


L2 = uyal1 — €@). (61) 


Door uit de vergelijkingen (59) 
en (61) a te elimineren, resulteert 
als uitdrukking voor de excentri- 


citeit 





2E L n | 
e= (1 } kr (62) | 


De excentriciteit hangt dus af van de totale energie en het impulsmoment. 
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Uit het bovenstaande volgt dus dat in een veld met een zz 
attractiekracht bij een gegeven totale energie vele toestanden 
met verschillend impulsmoment kuuuen optreden. De grootste waarde 
van het impulsmoment treedt op als e = O, dat wil zeggen voor de 
cirkelbaan; dan is | | | 


Es / : | | | _ (63) 
EE: 


“Hoe smaller de ellips is, des te kleiner is het impulsmoment. 


VI.L. 


Het feit dat de grootte van de baan (grote as van de ellips) bepaald 
wordt door de totale energie en de vorm van de baan (excentriciteit) 
door het impulsmoment is van grote betekenis in de kern-, atoom- en 


molecuulfysica. 


De Derde Wet van Kepler 


Het oppervlak van een ellips is volgens formule (3h), pag. 127: 


1 
O = maÊ(1 - e£)ê, | (64) 
Met behulp van de perkenwet (formule 12, pag. 124) r26 = d 
is het oppervlak van de ellips ook uit te rekenen: 
ÒT Ep | 
== 3 2 pm En bee Lr 


waarbij T de periode van de baan is. Eliminatie van O uit (64) en 
(65) geeft 


2m2 
n2a*(1 — €?) = Dz : (66) 
n | 
Eliminatie van L uit (61) en (66) geeft T? ek sar (67) 


De verhouding Ee volgt door deling van (6a) door (6b): 


Z [r- 


_ 1 | sE Ln? | vi, 
CHE) . (68) Dus is En Cm, +) . (69) (68-69) 


Als de massa van het attractiecentrum m, veel groter is dan de massa 


van Één (m,) of meer deeltjes is de waarde van m, + m voor deeltjes 


1 pas 
met verschillende massa mn, vrijwel constant. Voor die deeltjes geldt 


. dan —- onder verwaarlozing van hun onderlinge wisselwerking on dat de — 


kwadraten van de omloopperiodes zich verhouden als‘ de derde machten 


van de halve grote as van de ellipsen. Dit is de derde wet van Kepler. 








af 
B & zn En pT md Pi En van 
F=p; FE, PF, Gmjm,/r, je,» (Newton) . Á Fat PP: Krachtmoment M=rxF 


Teer: 


FYSISCH LABORATORIUM OO | December 1972. 
RIJKSUNIVERSITEIT OVERZICHT KLASSIEKE MECHANICA De 
Kn 


UTRECHT 


Kinematica van Één deeltje Ree 
Ontbinding van snelheid en versnelling in componenten met variabele richting (é=wxe): 


l. radiaal en transversaal: vere +rôe, en a=(f-r0 je +(r6+2f0)e 


| Be Vv 

2. normaal en tangentieel: v=ve, en â=vc, + e 
: A | > > ne ad We 
eenparig versnelde translatie: v=votat; E=rgtvjt tat 


eenparig versnelde rotatie om vaste as: wwgtat; 0=0 twojttjat”. 
| ‘ Ne | 3 $ te Md Mee Bene 
Iransformaties. |. bij eenparige translatie: V'=V-v; a'=a (Galilei). 


mn a OE U CORE mn aman TU WD HE MER mene an arie 


5) E- , ' sd sds. 
2. bij eenparig versnelde translatie: a =a-â): 


Ee 5 ; Ie en 
3. bij eenparige rotatie: V'=V-wxr; a'=za-2wxV'-wx(wxr). 
Dynamica van één deeltje 


» 


tj tj | | 
> > 8 ds € > - > 
koppel Ker, „FE; impulsmoment S=rx : MI; If M.dt=S JS 

| t | 

En > > d, hed >, | : > 
Schijnkrachten. F+F =ma met F “ma, In een stelsel dat met versnelling ap beweegt 
. N en > Ke > zalen > DO 
t.o.v. een inertiaalstelsel, P+F +F _=ma met F == 2mwxV en F_ _=-mwx(wxr) in 
Cor CÉ Cor cf 

een stelsel dat met hoeksnelheid w roteert t.o.v. een inertiaalstelsel. 


Wrijving. F=EN bij glijdende of statische wrijving; F=-Bv bij “stromende” wrijving. 


Arbeid en energie. Ë.dr=dE, rde, voor een conservatief krachtveld, d.w.z. als Ó F.dr=0; 


reje >) 2 je de ok 
F=-gradE ; E+E,=C. _. Vermogen. P=F.v. Statica. }) F.=0 of } F..âr=0 of 8E =0. 
E, = 2mví = p“/ 2m. 1 L 


Harmonische oscillator. 


nn meen 





en ie mn 


|. vrij en ongedempt: mitkx=0; x=Asin(wot+a) ; wp ° 


Superpositie van twee harmonische trillingen met a) dezelfde trillingsrichting 
en w: Interferentie; b) dezelfde trillingsrichting maar w verschillend: 
amplitude-modulatie; c) loodrechte trillingsrichtingen, dezelfde w: polarisatie; 
d) loodrechte trillingsrichtingen, verschillende w: Lissajous figuren. 

Ajt Ast 


2. vrij en gedempt : mi+Bxtkx=0. a) overaperiodiek B“>bkm; x(t)=Ae + Be 


NN 


met 
en maken ea b) aperiodiek of hs gedempt B*=4km; 
5 t 


oatesi a ° 2 
x(t)=(A+Btje 2m 5 . €) periodiek BZ <4km: x(t) =De 2m cos (w‚t+8) met log? Â2) 


F 

3. gedwongen en gedempt. a) constante kracht Fos sprongkarakteristiek met ux . 

b) krachtstoot | Fdt; bij kritieke demping is kra 5 ij Fdt (ballistische geval). 
At Ät 


c) periodieke uitwendige kracht Focosut. Dan is X(E)=K, FX 

8 Fjcos (wt -d) Bw 
oes ke a met $=arctg mt 

se Lm wf?) SB 2) mw“ ws) 


het faseverschil tussen kracht en uitwijking. Amplituderesonantie bij 


had 


ne 
xXx. =De 2m cos (w 
EL 














ae 


’ 


2 lS od | 
wos F2) : dan is A = EF {Sw 


r 0 F_ F 
Snelheidsresonantie bij w=w. = Et. dan is A ee en Xx zen 6 
a i ì Q m0 r Bw, A‚r B 


Het gemiddeld gedissipeerde vermogen is 
ee À 


 : Ed | 
P=We= 7 cosÂy= Ex 2 B ‚ maximaal als y (faseverschil tussen kracht en 


hi 
Snelheid) = 0, dat is bij snelheidsresonantie. 


ae 
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Overzicht Klassieke Mechanica (Vervolg) -2- 





Mechanica van een systeem van deeltjes 
) Es 


1 1 | m,m 
zá 2e , l 
Ma = ) EF, ; Alleen voor twee deeltjes is y= En 
z 





m, tm, 


>e > | 1 e 
7 d XF. "=M E, +E +E =C voor conservatieve 
1 7 1 1 k p Pp 


> >e > 


sle « 
J=M 5 J=L+5; 


De ° . Z_ 2 
Mv, 8 heden deeltjes is E ZV, 5 n 


von 
vn 


1 


Vv 
. Pe > > > > ê S ed 2 
Botsingen. behoud van impuls: mu +m,u„=m, v tm, vos restitutie coeff. ie: 








techn 11 22 11 a 
| 2 
voor volkomen elastische botsingen is c_=l en blijft de kin. energie behouden: 


2 al Ee 2 
Em, u, tim u, =2m,v,° tÁm vS . 
1 
Be wv E 


je. 








mn mee vern RE rez Dn GEDE vern Bim WWE vent RS hen mene verte 


ves manstg EOD ame mason amen ern 


: > ke > 
Rotatie om een vaste (symmetrie) as. J=lw; I= ) m‚r,? of I= fr?pdv; MJ ET). 
1 
: sd : , î 
Als I constant is, geldt M=la. Regel van Steiner I=I +Maf. Kinetische energie van 
een star lichtaam dat zowel in translatie als in rotatie is B, =bMv +}? 


1 = LaRè: EE. 2, he 2 
5 s & &eyl ak se bol 5 ME er lat raken ’ 
Arbeid W = | Md 
Ö 


= Bats Ae it $ 
6) 31 (w, W, ) ED, Er (02) voor conservatieve systemen. 


Voor zulke systemen geldt voor gecombineerde translatie en rotatie De SEE KE pt 


larmonische rotator vrij en gedempt: 16+B8+D0=0. Oplossing volkomen analoog aan die 
van harmonische oscillator. Fysische slinger (vrij en ongedempt) 10+Mgl0=0 , geldt 


Cs 


dad ben feed Mg L ed I 

voor kleine uitwijkingen. sn GEE) « equivalente slingerlengte 1j= MI 
Á 
ee es, 8 sed ú 
Kotatie om een veranderlijke as. J=tw , traagheidstensor 1. Bij rotatie om één van 
| 8 rd a + > | 
de hoofdtraagheidsassen is de rotatie vrij en hebben J en w dezelfde richting, 
En ea ; 

bijv. J=aiJ =il me t n het hoofdtraagheidsmoment t.o.v. de x-as die een 
hoofdtraagheidsas is. Als de traagheidstensor gediagonaliseerd is, geldt 


ee Ei Eg : 8 
J=1il w tE w tkl w, en 1s de kinetische energie 


XxX X 
de A Je 
: X Vv Zo = LT 2 d 2 
E= 1 +k 4) == (LI w de Ld Sk Im Sk, 
k Sn L, En Nes yy 2) 


Vergelijkingen van Euler M =l @ +w w (TI -I ) en analoog voor de y- en z-component. 
Xt XA Pz 2 y | 


a es 
Frecessies Me Je} X Ja 
Dr. H. Nauta. 
Ee 
Ö =d T — 


% 
Pnt pam, 





b) 








a) Geef de dimensie en de eenheid van de volgende grootheden, uitgedrukt 


opgeven} behorend bij het cetiene Mechanica voor Beens door 


Dr.H.Nauta 


Te 1AT3 


ka 


in de dimensies van de grootheden lengte, massa, tijd en stroomsterk- 
te en de eenheden m, kg, s en A: | 
kracht, arbeid, moment van het koppelvermogen , lading, Elektrigens spenning, 


de permittiviteit van het vacuum Ce ) uit de wet van Coulomb 





___Q 12 | 
pe 
C[F] = rvd 5 ) en de coëfficiënt van zelfinductie, de vicositeits- 
| o r 
coëfficiënt n uit de formule van Stokes F = - Gmnrv. F is de kracht die 


Kd > Ad Ld Ad 
op een bol met straal r en snelheid v in een visceuze vloeistof wordt 


uitgeoefend. 


Onderzoek door dimensiecontrole welke van de volgende formules beslist 
fout is: | 

De doorbuiging y van een dunne staaf met lengte L, onder invloed van 
een kracht F loodrecht op het uiteinde van de staaf uitgeoefend wordt 
gegeven door: 

| 3 2 


en 
— 3.E.I 
SEI, g 


pn Peli Ì 
y 3E, EI of misschien door: 


g 
Hierin is: Gn = 75e voor een staaf met vierkante doorsnede B het 
28. geometrische traagheidsmoment, 
E de elasticiteitsmodulus van het materiaal van de staaf. 


kracht 


[2] 


E heeft de dimensie van 


ii etn. ie > > 
_e@. Bewijs dat de som S van de vectoren Aj Â dn A; …Á een absolute 


waarde S heeft, gegeven door: 


an ke bk Sk a do + ER Bae S Heek: 
Ì 2 5 te ie ie 


Toon aan, dat de z.g. cosinusregel van 
de driehoek kan worden teruggevonden 


en > | 
door de vergelijking A — B = é te kwa- 





drateren (zie figuur). 


B 


fi . . : 

kh, a) Bewijs dat twee vectoren Á en B loodrecht op elkaar staan indien: 
A4 =d en 
> > 
À 


| +B= 
b) Ook als À + Bl IÁ _ |, staan Á en B loodrecht op elkaar. 
Bewijs dit. | | | 
Bewijs ook het omgekeerde van deze stelling. | " 
, 


ie | p Geef de vectorvergelijking van een vlak dat lood- 


recht op een vector Ä staat en door een punt P 


FU+ 


En >. 
gaat, waarvan de radiusvector P is (zie figuur). 


Dt 
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5 
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He 
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IN 
te 
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a 
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r| 
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ua 
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®) 
hs 
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® 
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EN 

He 

nd 
nd 

4) 

be’ 

0} 

es 

| 


rig punt van het gevraagde vlak R en zoek een 


> ed 
voorwaarde voor R -— P, 


6. Het zwaartepunt Z , met radiusvector Z, van een stelsel massapunten ms 


M veeel, eee. met radiusvectoren Rs t.o.v. een zekere oorsprong O, is 
gedefinieerd door 
Y.m.k. 
ii 
e Em. 
dk 


Laat zien dat de plaats van Z niet van de keuze van O afhangt. 


> > > 


. n nn D > 
7. a) Zoek uitdrukkingen voor A.(B x Chen (Am B),d. 
Is er verschil? 
. . Ar dE a 
b) Zoek de uitdrukkingen voor (C x A).B en vergelijk deze met de gevonden 


uitdrukkingen van 8b. 


Aanwijzing: gebruik voor de producten van Ta) en Tb) de determinantvorm. 


x EE Ee A. « > 
8. a) Is er verschil tussen de veetorproducten A x (B x C) en (A x B) x C? 
Geldt voor dit uitproduct dus de associatieve eigenschap? 


a: rd > 54 Es a Ee on € 
Bewijs, dat A x (B xC) = B (AC) —- C (AB). 


. > > > > > eg 
SD) Ga na, dat uit Á x (B X €) = (A x B) x c volgt (A‚B en C # O0}: B x (A x Cj=0 
> | 
waaruit volgt: ôf C= oÂ 
NU AE. >> 
òf Aj Ben C | B. 








ss 


Q.a) Bewijs dat de inhoud van een parallelopipedum beschreven op de vectoren 


10. 


ho De ad Ee >> 
A, Ben C als zijden gelijk is aan de absolute waarde van Á.(B x ú). 


Bewijs de volgende stellingen met behulp van enen 

b) In een ruit zijn de diagonalen orthogonaal ; 

ec) In een A is de lijn, die de middens van twee zijden verbindt, evenwij- 
dig aan en de helft van de andere zijde; 

d) De omtrekshoek, beschreven op de middellijn van een cirkel, is recht. 


‚ 


Leid uit de relaties voor vectorproducten van drie vectoren af , dat: 


AxB.(êxDd) = (À. Ö.(B.D) — (À.B B.) 
Dit kan op twee manieren: door uitschrijven in componenten of door toe- 


passing van bekende betrekking en tussen vec= 


toren, zoals de uitkomst van 7 en 8a 





brek in Ee er RR ina 








| 
Een kogelbaan is gegeven door: 
2 
en 1 
Y Vr sgt 
X= wt 
Oo 

v‚ en wozijn de snelheden op t = 0 in de y-resp. x-richting. , 
We willen de tangentiële en de normale versnelling bestuderen als 
functie van de tijd. We weten dat de enige kracht die op de kogel 


werkt de zwaartekracht is, zodat de totale versnelling steeds 2 is. 


a) Het is niet moeilijk om de richting van de snelheid te bepalen, zo- 
dat de tängentiëêle en de normale versnelling gemakkelijk hieruit te 


hd 


berekenen zijn. Doe dit. 


5 ij ë 
b) Voor welke waarden van x is a, maximaal? 


as ens 8 | 
Hoe groot is a, dan? Hoe groot is Se In dat punt? 


c) Bereken de baankromming k in het punt, waar deze het grootst is. 


De kromming k = 1/R, waarin R de kromtestraal is. 


d) Zoek een uitdrukking voor de kromtestraal als functie van de tijd. 


Leid zelf af, dat als een 2-dimensionale beweging in poolcoördinaten 
gegeven is door r(t) en B(t), de versnelling & gegeven is door: 


5 


alt) = (F - rg Se + (re + 276) 


je 
e 


(dictaat blz. 15) 


Geef in enkele regels aan uit welke onderdelen dit bewijs is opge- 


bouwd. 


> 
= 0 uit e.e = 1 


e dis. 
B.v. 1 stap: Bewijs e.e 


e > er > > 
2’ stap: Bereken v door differentiatie van r = r(t).e 


+ ce stap: Hierin komt e_ voor. Deze is be, (dit uit figuur!). 


h” stap: Differentieer v (2° stap) naar de tijd. Hierin komt 
es 
e, voor. 


5e stap: enz. 


Een massapunt kan in een buis bewegen, 
die met een eenparige hoeksnelheid w 
draaìt om een verticale as doog ze Lodd= 
recht op het vlak van tekening. Op t = o 
ligt de buis langs de pos. X-as en ig 


het massapunt in O (zie fig.) 








ee ng 


-…1h. 


d) 


—- 5 — 


Terwijl de buis draait loopt dit punt met eenparige snelheid Le 


in de buis. 
Hoe luidt de baanvergelijking (r aìs functie van 6)? 


Bereken de azimutale en de radiële versnelling als functie van 
de tijd. 


Daar het punt een massa m heeft en een versnelling moet er een 
kracht op werken, die ontbonden kan worden in de buis richting 
en loodrecht daarop. 


Bereken beide componenten van deze kracht GE en Fe): 


Een van deze componenten is van de tijd afhankelijk, de andere is 
constant. | 
Welke bewegingvergelijkingen beschrijven de baan van het massapunt 
als men het tijdafhankelijke ne dan de kracht weglaat? 

Nin u € 


Is bij deze beweging de tangentiële component van de kracht tijd- 
afhankelijk? Licht Uw antwoord toe. tw kantenf __ ter& T (ofzo 


Een waarnemer bevindt zich in een cartesisch coördinatenstelsel XYZ 
met oorsprong O en beschrijft in dat systeem een beweging door: 
> 
r = X Î + y Ki + z k, Xs y en z hangen van de tijd af. 
Voor de tijdsafgeleide van deze vector geldt: 
> 
dr dx > dy + dz > 
— ‚== i++ +k. 
ET RT dT 
Later ontdekt de waarnemer dat zijn systeem een willekeurige beweging 
heeft t.o.v. een ander coördinatenstelsel X'Y'Z' met dezelfde oorsprong 0. 
Hij vraagt zich af hoe een waarnemer in het X'Y'Z'=stlsel een tijds- 


afgeleide van r zou beschrijven. Voor de waarnemer in het X'Y'Z'— 


stelsel zijn de eenheidsvectoren 1, 3 J en Kk tijdsafhankelijk, zodat 
hij in zijn eigen stelsel voor de begdeRTBerelde van r schrijft: 


le 

dr … dx dy +, dZ > ai da dk 

et Sa 4 at TT Te 
är ar ai at dk 
E = (SE en dk 
Ee. Cp bm As + Zat 


dt © Y ax dt 





ele 


Bb) 





Daar Ì een eenheidsvector uit O is, sai É oodrecnt staan op Ì 
(waarom?) en: dus evenwijdig ziju aan net vlak door. j en k. 

Eis dus te schrijven als een lineaire combinatie van J en Kk: 
at > fd + Aj k; voor ät U at gelden soortgelijke eenn 
Bewijs nu, gebruik makend van 1.3 = 0 enz., dat de uitdrukking 

( xe y El; Z 2E) geschreven kan worden als WXT , waarbij w 
uitgedrukt kan worden in Aj» Aj, en A3. Zijn deze laatste groot- 
heden i,h.a. wel of niet afhankelijk van de tijd? 

Realiseer je dat uit het voorgaande volgt, dat een willekeurige 
beweging van een Cartesisch coördinatenstelsel (dat de oorsprong O 
gemeen heeft met een ander Cartesisch stetdel) Bree ML laatste 


beschreven kan worden als een momentane rotatie om een as door 0. 


Om een idee te krijgen van de Coriolis-versnelling (formule 42 op 
blz. 21 van het dictaat) beschouwen we het volgende probleem, 
Op een horizontale schijf die 
met een constante hoeksnelheid 
w om een verticale as door O0 
draait, zit een schutter in P 
op een afstand r van O. 
Op de lijn OP bevindt. zich een 
Po) (0) schietschijf S (zie fig.). 


Op t = o schiet de schutter in de richting:PS. Zijn kogel heeft 


een beginsnelheid v. We zijn geintereseerd in de plaats waar 

de kogel zich een korte tijd later At later bevindt t.o.v. de coör= 
dinaten systemen zowel van een stilstaande, als van een met de schijf 
meebewegende waarnemer. 

Geef de plaats T vari. de kogel op At in twee Cart.-coördinaatsystemen 


met P(O), resp. P(At) als oorsprong en OP(O), resp. OP(At) als assen. 


Bereken uit de gevonden uitdrukking voor de y'-coördinaat de Coriolis- 


versnelling. 
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16, Een brandslang spuit water met een snclheid van 5 m/s loodrecht tegen 
een verticale muur. Het water druipt verticaal langs de muur naar be- 
neden. Er komt per seconde 50 kg water uit de slang. 


Hoe groot is de kracht op de muur? 


Welke kracht ondervindt de brandweerman die de slang vasthoudt? 
, 


UT. 





Op een lopende band, die met een snelheid v naar rechts gaat, strooit 
men per seconde een hoeveelheid zand p (kg/s). De verticale snelheid 


van het op de band vallende zand is verwaarloosbaar klein. 


a) Bereken de grootte van de kracht die op de band moet worden uit- 


geoefend opdat deze met constante snelheid v blijft lopen. 


b) Bereken de kinetische energie van het per tijdseenheid (bij R) 
afgeworpen zand. 
c) Bereken ook de arbeid die door de onder a) berekende kracht per 


tijdseenheid wordt verricht. 


d) Verklaar waarom de arbeid op de band verricht niet gelijk is aan 
de toename van de kinetische energie van het zand. Wat is er met 
de rest gebeurd? | 


Is het nodig dat er wrijving is tussen zand en band? 


18. Ver van de invloed van hemellichamen bevindt zich een raket met massa 
M (kg). Per seconde wordt er, steeds in de zelfde richting, een con- 
stante hoeveelheid gas u (kg/s) uitgestoten, 

De snelheid van het gas t.o.v. de raket is v. Deze snelheid is onaf- 


hankelijk van de snelheid van de raket. 


a) Hoe groot is de kracht die door het nitens gas op de raket 


wordt uitgeoefend? 


b) Hoe groot is de versnelling van de raket als functie van de tijd? 
Bedenk dat de massa van de raket ook een functie van de tijd is: 


M(t) = M pt: 





es 


c) Bereken de snelheid van de raket als functie van de ld ds 
Ook als hij zich in een homogeen zwaartekracht-veld bevindt en 


loodrecht omhoog gaat. 
19. Impulsmomenten en Perkenwet van Kepler. 


In een centraal en is de component van de versnelling a lood= 


recht op de radius-vector r (8) nul, als de beweging in poolcoördina=- 


ten beschreven wordt met de oorsprong in het centrum van het veld. 


a) Toon aan dat door de radius-vector in gelijke tijden gelijke opper=- 
vlakken doorlopen worden. Dit is de perkenwet van Kepler. Deze geldt 
blijkbaar voor ieder krachtveld, mits dit maar centraal is. 

Aanwijzing: ga uit van de uitdrukking voor a, (blz. 48, For- 


mule 18) en tracht te bewijzen dat uit an” O volgt rêô = con- 


stant. 


Zoek vervolgens naar een uitdrukking 
voor het oppervlak van het gearceerde 
stuk. Dit: is het door de voerstraal 
in het tijdsinterval At inie” e ú) 
doorlopen oppervlak A0, Bereken äe en 





trek Uw conclusie. 


b) Wat is het verband tussen het impulsmoment J en Se (het oppervlak van het 


"perk" per tijdseenheid door de voerstraal Pe 


20, Een lift heeft een snelheid v (t) verticaal naar boven gericht. In de lift 
wordt met een (goed gedempte) veerbalans, geijkt in krachteenheden (newtons) 
het:gewicht in de lift bepaald van een voorwerp met massa M. 


Geef de uitkomst van de weging, als functie van de tijd. 


21. Twee lichamen met massa ms respectievelijk Ms 
Zijn verbonden door een niet uitrekbaar, massa- 
loos koord. Dit koord is om een'"'ideale!' katrol 


geslagen, d.w.z. een katrol zonder massa en 





zonder wrijving. 
a) Bereken de versnelling van de lichamen en de spanning in het koord. 


b) Hoe groot is het gewicht van het stelsel tijdens de beweging? 





— rn 
Dit komt neer op het volgende probleem: Hoe groot is tijdens de 
beweging de spanning S in het bovenste koord. 
Bij beweging treedt dus een gewichtsvermindering op. Zoek een ver- 


band tussen m,. m, en de relatieve gewichtsverandering. 


22, Een massa m ligt op een ruw hellend vlak F. 


(wrijvingscoëfficiënt f). 


a) Hoe groot mag de hellingshoek @< gekozen 
worden (zie fig), opdat het lichaam op 
het hellend vlak blijft liggen. 





b) Men maakt ox zò groot dat het lichaam naar beneden zou glijden. 
Men brengt een extra kracht F aan zodat het lichaam in rust blijft. 
Hoe groot is de kleinste waarde van F die het lichaam nog juist in 


evenwicht houdt? Geef ook de richting van de kracht aan. 





— 1) — 


23. Indien de machines van een schip hun volle vermogen P ee leveren, 


2, 


heeft het schip een snelheid v_(*/s). Zijn massa is m (kg). Neem aan 
dat de wrijvingskracht F evenredig is met de snelheid van het schip: 


elk EN 3 Om 


# : 
LF: Z De 
7 nn d 4, ken 


| 5% | ks 
a) Druk de afstand die het schip nog aflegt, als het met maximale snel- 


heid vaart en de motoren worden stopgezet, uit in de gegevens. 


b) Bewijs dat de grootheid b uit (1) gelijk is aan B, waarin p de 
impuls van het schip is (m.v(t)). Dit betekent dat de impulsafname 
evenredig is met de afgelegde weg. Kunt U hiermee de opgave onder 


a) eleganter oplossen? 


c) Bereken de afgelegde weg als het vermogen van de motoren 20.000 PK 
is (1 PK = 75 kgf.m.s" |), de maximumsnelheid 35 km/, is en de massa 


van het schip 36.000 ton bedraagt. 


Bij de een-dimensionale harmonische beweging van een massapunt m is de 
kracht F evenredig met de uitwijking r. De richting van de kracht is 
tegengesteld aan die van de uitwijking. 

FP = -kx 
Voor het éên-dimensionale geval wordt dit: 


e. 


| mie kxeie=K/mxof de wx (we = km) (1) 
Veronderstel dat op tijd t = o het massapunt zich in de oorsprong bevindt 


(x = o) en dat het een snelheid v‚, in de pos. x-richting bezit. 


a) Los de differentiaalvergelijking op. Probeer als oplossingen sin wt en 


cos wt. De meest algemene oplossing is een liniaire combinatie van deze 


twee, Denk aan de beginvoorwaarden! 


b) Bereken de potentiële energie van het massapunt als functie van de uit- 


wijking x. De kinetische energie ES amie 
Daar de totale energie constant is(en gelijk aan de kinetische energie 


op t = 0) is 


Los deze vergelijking op door "scheiding van de variabelen" (x en t} 


volgens de methode die beschreven is op blz. #@ van het diktaat. 


had 





25. 


26. 


A 


: f Es > 
a) Laat zien, dat uit de evenw1ichtsvoorwaarden L.P; = Oo voor êén deel- 


tje waarop een aantal krachten werkten, volgt dat: 


dr 


b) Pas dit toe op het volgende geval. 

| Een massaloze staaf met lengte 1 
is scharnierend aan een verticale 
muur opgehangen. Aan het einde is 
een puntmassa m bevestigd. 

Hierop werkt de horizontale kracht 


F als er evenwicht is. Bereken de 





hoek a. 


c) Hoe groot is de spanning van de 


staaf? 


In nevenstaande figuur is schar- 


nierend aan de eerste stang 1, een 


1 
tweede -l- bevestigd. Beide stangen 


dragen een even grote massa, m, = m‚; 


| 1 Zos 
Se 


Op m, werkt een horizontale kracht 





F. Er is evenwicht. 


Bereken de hoeken a en 8 (zie fig.), de spanningen in l, en 1, en de 
totale kracht op het scharnier 5. 
(Dat dit met het principe van de virtuele verplaatsing). 


Een deeltje met massa m bevindt zich in een potentiaalveld dat beschreven 


wordt door V = ax° 


(a > 0). Bovendien werkt op dit deeltje een kracht 
F = F‚cos wt gericht langs de X-as. Op het tijdstip t » O geldt: x = 0; 


XxX = 0, Er is geen wrijving. 
a) Bereken de plaats van het deeltje x(t) als funktie van de tijd. 


b) Bereken de limietovergang van de onder a) gevonden funktie x(t) 


voor het geval van resonantie. 





Efe 


= 1D = 


Een puntmassa m beweegt zonder wrijving in het X-Y vlak. Op m werkt 
uitsluitend een conservatieve kracht, gegeven door de potentiële 
Sk Joy (a > O en b > 0). 


a) Schets de equipotentiaallijnen in het X-Y vlak. 


energiefunktie V = dax 


b) Bepaal richting en grootte van bovengenoemde kracht als funktie 


van plaatscoördinaten. 


c) Beschrijf de beweging, die m uitvoert als het op het tijdstip 
t = 0 zonder beginsnelheid wordt losgelaten in een punt op de 


X-as (buiten de oorsprong). 


bd 


d) Bereken de algemene beweging die wordt uitgevoerd als op t = 0) 


de puntmassa een willekeurige plaats en snelheid heeft. 


e) Aan welke betrekking(en) moeten a en b voldoen opdat de algemene 


beweging periodiek is? 


En 


Bij deze serie behoort als eerste vraagstuk: 27 van de vorige serie. 


28, 


‚Er wordt een merkteken P gezet op het laag- 
ste punt van een wiel met straal R. Dit 
wiel rolt over een oriented Weg, ZOm- 
der te slippen. met een hoeksnelheid w. 
Daardoor draait het punt P in de tijd t 


om het middelpunt M van het wiel over een 
hoek 6 = wt = Vol/r. 


a) Bereken de cartesiaanse coordinaten 


van P als functie van t. 





b) Bereken eveneens de componenten van 


vt = wRt ; 
de snelheid en de versnelling van P. 
Welke richting heeft de versnelling? 
y is Één der coordinaten van de c) Er wordt tijdens de beweging van het 


rand van het wiel, waarvan de 


| wiel modder opgeworpen. 
modder wordt opgeworpen. | 


Toon aan dat de maximale hoogte die de 
modder kan bereiken y + ET is en dat 

deze afgeworpen wordt van een punt van 
de omtrek van het wiel, dat E/° hoger 


ligt dan het centrum. 


29. Een lichaam is op een zuiger geplaatst, die een harmonische beweging heeft 


in verticale richting. 


De amplitudo van de beweging is 0,05 m. 


a) In welke positie van de zuiger is het het waarschijnlijkst dat het li- 


chaam contact verliest met de zuiger? 


_ 


b) De grootste frequentie waarbij het blok nog net in gedurig contact met 


de zuiger is, is V20g. Bewijs Gat. 


as Alie 


30. (Voorbeeld van een tentamenvraag) 


a) 


b) 


Behandel het probleem van een kritisch gedempte harmonische oscil- 


lator, waarop géén uitwendige kracht. werkt (diktaat blz. 45). 


Aan welke relatiels) moeten de beginvoorwaarden (op tijd t = o) 
voldoen opdat de onder a) bedoelde oscillator éénmaal het even- 


wichtspunt (x = o) passeert voor o<t< @eg 


» 


Op de oscillator werkt een uitwendige periodieke kracht F(t) = F cos wt. 


Leid de baanvergelijking van de oscillator in de stationaire toe- 


stand af. 


hd 


Bij welke cirkelfrequentie w is (in het onder c) bedoelde geval) 
het gemiddelde door de uitwendige kracht F(t) aan de oscillator toe- 


gevoegde vermogen maximaal (voor vaste waarde van Ft? , 





— 15 =— 


31. Een kist met zand, massa M, hangt aan 

een koord, In Z is een index beves- 

tigd. Men schiet een kogel met massa m 

en snelheid v in de kist met zand, De 

afstand van ophangpunt 0 tot het zwaarte= 

punt van de kist ja L. 

a) Toon aan, dat de uitwijking © van de 
kist in horizontale richting bij bena- 


dering wordt (als m << M): 


, MV / L 


b) Onder welke condities is de afwijking 





die (1) geeft van de theoretische waarde minder dan 1%? 


Een uniforme lange plank met massa M en 

lengte L wordt op twee, in tegengestelde 
richting draaiende, evengrote cilinders 

geplaatst (zie figuur). 

De assen van beide cilinders zijn even- 
wijdig en liggen in een horizontaal vlak 
op een afstand 2d (2d << Lò. 


f is de wrijvingscoefficient van plank- 





en cilindermateriaal. 

a) Toon aan, dat ie Oratk bij voldoende grote omwentelingssnelheid & van 
de cilinders een harmonische beweging krijgt, indien men de plank op 
Lt = o op de cilinders legt, zodat het zwaartepunt Z een coordinaat 
x, heeft. | 
Geef de baansvergelijking van het zwaartepunt van de plank, 

b) Welke hoeksnelheid Q moeten de cilinders minstens hebben opdat de 
plank een harmonische beweging krijgt? 


De straal van een cilinder is R. 


EE 


33. Toon aan, dat het impulsmoment J van twee deeltjes met massa ms 


Ì E | resp. Mo ten opzichte van hun zwaartepunt Z gelijk is aan : 

- a> > 

E J = Pio X EN 

4 p : se 

Hierin 1s Pio àe radiusvector die de positie van m, tL.o. Ve M, Bae 
| > > > > 

en En Pols Ds is de snelheid van m, t.o.v. m, (Di Krin Ölen 
} u is de gereduceerde massa 1 ed ) 

| a 

Ï Aanwijzing: Druk eerst de plaats en de snelheid van Z uit in Ms Mos 

Î > ea . 
E, Vjs Dj: Zoek daarna uitdrukkingen voor plaats en snelheid 


van beide deeltjes in het zwaartepuntstelsel: 


RE ho ĳ 
ee ke 


d | Substitueer het gevondene in de definitievergelijking voor Bar 


3 


34. a) Bewijs, dat voor een systeem van twee deeltjes, waartussen "inwendige" 


krachten optreden die gericht zijn volgens hun verbindingslijn, geldt 


f | dat de som van de beide uitwendige krachtsmomenten 1, en jo gelijk is 
> > 


aan de tijdsafgeleide van de beide impulsmomenten ( J, en J). 


Neem aan dat dit voor een willekeurig aantal deeltjes ook geldt. 
b) Bewijs dat het totale impulsmoment J van een systeem van n deeltjes 
gelijk is aan de Son van den arte annen (E, Mm; r, Xx v) en het 
spinimpulsmoment 5 (= Em, P, sx D, B 
c) Bewijs, dat j = d + r, Xx B, waarin P de totale impuls is (P = 5. 


d) Toon tenslotte aan, dat ie 5. 


U heeft nu een belangrijke stelling over draaiende bewegingen doorzien. 





35. 


36. 


Sie 


Een neutron botst elastisch tegen een stilstaand proton. Als de deel- 
tjes beiden na de botsing een snelheid hebben, wat is de hoek die deze 


snelheden met elkaar maken? 


Aangenomen mag worden dat proton en neuton dezelfde massa hebben. 





ed 


Twee knikkers m, en m, kunnen zonder wrijving bewegen in een oneindig 


lange, oneindig zware buis, die aan een zijde is afgesloten (zie tekening). 


De beginsnelheid van m, is Vos die van m‚ nul. 


2 


a) Bereken de snelheden van m, en m, na de (elastische) botsing. 


1 


b) Aan welke voorwaarde(ln) moeten de massa's m, en m voldoen, opdat 


1 2 
er nog minstens Één botsing zal plaatsvinden? 


( ik 


Bij de kernreactie Li + p > Be + n + Q wordt een hoeveelheid mecha- 
nische energie Q@ in bindingsenergie omgezet. De reaktie wordt uitgeveerd 
door EER versneld proton met massa m te laten botsen met een rustende 
lithiumkern met massa M = Tm. De massa's van de gevormde berylliumkern 


en het neutron zijn weer resp. Men m. Q = 1,65 MeV. 


a) Hoe groot moet de kinetische energie in MeV van het proton minstens 


Zijn om deze reaktie mogelijk te maken? 


b) Beschrijf de reaktie in het zwaartepuntsysteem als het proton de in 


a) uitgerekende '"drempelenergie'!' heeft. 


ec) Bewijs, dat de kinetische energie van het neutron, indien het onder 
een hoek van 90° met de oorspronkelijke richting van het proton wordt 
uitgezonden, gelijk is aan 


E = E 
n= 0,75 B, 1,bh MeV. 





30, 


eeen 


Een deeltje (massa 6 kg) en snelheid 12 m/s botst centraal met een 
deeltje (massa 3 kg) dat met een zelfde snelheid in tegengestelde 


richting beweegt. De beide deeltjes kleven na de botsing aan elkaar. 


Er werken gêên uitwendige krachten op het stelsel. 


39. 


LO. 


a) Wat is de eindsnelheid van de resulterende massa van ) kg? 
b) Hoeveel mechanische energie gaat bij de botsing verloren? 


ec) Na de botsing ontploft een lading met verwaarloosbare massa die 
In een van beide lichamen ingesloten was. Hierna bewegen de beide 
abrsnorkelijke nieken zich in het zwaartepuntsstelsel loodrecht 
op de oorspronkelijke bewegingsrichting. De totale kinetische ener- 
gie in het zwaartepuntsstelsel is nu 14UJ. 
Hoe groot is de snelheid van het lichaam van 6 kg in het laboratorium 


stelsel? 


Een deeltje met massa m botst volkomen elastisch met een stilstaand 
deeltje M (m < M). Het invallende deeltje maakt na de botsing een rechte 
hoek met oorspronkelijke richting van de snelheid. Onder welke hoek ò 
wordt het zware deeltje verstrooid? | 


| > 
MI 7 
El Vo lg | 


© mnd m 


&| 


Vóór de botsing Nà de botsing 


Een elementair deeltje met massa M en snelheid D botst tegen een ander 
elementair deeltje met massa m, dat in rust is. M>m. Het beschouwde refe- 
rentiestelsel is een inertiaalstelsel. 

Beide deeltjes mogen als puntmassa's opgevat worden. De botsing is volkomen 
elastisch. 

Na de botsing heeft het eerste deeltje een snelheid Ù en het tweede een 
snelheid ú (zie figuur). 

Alleen: gedurende de botsing, d.w.z. op kleine afstand oefenen de deeltjes 
een kracht op elkaar uit, die gericht is langs hun verbindingslijn en 


waarvan de. grootte alleen van de afstand afhangt. 


hi. 


Lo, 


Twee puntmassa's A en B met massa m,. resp. m 


= 19 — 


a) Formuleer de behoudswetten, in vektornotatie, voor de toestanden’ 
vóór, resp. nà de botsing (met toelichting) in het "laboratorium- 
stelsel" 


Noem "'/M = A 


b) Men is geïnteresseerd in de grootste afbuigingshoek die het deeltje 
met massa M na de botsing kan krijgen (wederom beschouwd in het 
laboratoriumstelsel). 


Leid een uitdrukking voor deze hoek af. 


> Zijn door een massaloze 
veer, met veerconstante a en lengte £ verbonden. De veer ligt in ontspan- 
nen toestand op een tafel, waarop de massa's wrijvingloos kunnen bewegen 
langs hun verbindingslijn. | ’ 


Op t = o geeft men A een snelheid ke in de richting van B. 
a) Bereken de snelheid van het zwaartepunt van A en B t.o.v, de tafel. 


b) Hoe groot is de kinetische evergie behorende bij de zwaartepuntsbeweging 


(de translatie-energie)? 


c) Toon aan dat de beide lichamen in het zwaartepuntsstelsel een harmo- 
nische beweging hebben en bereken de eigenfrequentie hiervan. 


Gebruik het relatieve stelsel. 
d) Bereken de lengte van de veer als funktie van de tijd. 


e) Bereken de vibratie-energie, d.w.z. de som van kinetische en poten- 


tiêle energie, in het zwaartepuntsstelsel. 


f) Laat zien dat de totale energie gelijk is aan de kinetische energie 


van A op ft = O. 


Twee identieke ongedempte mathematische slingers met lengte { en massa m 
zijn verbonden door een veer met veerconstante k. Als de slingers in rust 
zijn en verticaal hangen is de veer ontspannen. De veer is bevestigd tussen 
de beide slinger-lichamen met massa m. We beschouwen het geval dat de 


slingers kleine uitwijkingen vertonen (@ << 7). 


a) 


e) 


aa 


Stel de D.V. van de beweging van ms resp. m‚, op (zie diktaat 


blz. 60, waar k echter f genoemd wordt). 


Maak hiervan twee nieuwe D.V., waarin de variabelen (ze, + ©) 


en (@, - %) zijn. 


Los deze op voor het algemene geval. 


Aanwijzing: Ce + ©) is van de gedaante: | 
Acos wt + Bsin wt. Druk W, uit in de gegevens. 


Hetzelfde geldt voor (z, %). 


Geef de oplossingen van ©, en «, als op t = 0: 


î 


| 2 
5, = Q;5 %, = 0; Lo = 0 en % = 0, 





Lo, 


13, 


Ll, 





ie 


Bereken de traagheidsmomenten van een cirkelvormige, dunne homogene 
schijf met massa m en straal r (zie figuren) 


a) om een as door het middelpunt loodrecht op het vlak van de schijf; 


b) om een as die samenvalt met een middellijn; 


c) om een as, in het vlak van de cirkelvormige schijf gelegen, die raakt 
aan de cirkelomtrek. | 
4 | 


a 


ed 


a) Bereken het traagheidsmoment van een homogene bol om een as door het 


middelpunt. Massa m, straal r. 


6 


b) Bereken de traagheidsmomenten van een 
halve, homogene bol om de assen b en c 


€ (zie figuur). 


c) Bepaal de plaats van het zwaartepunt van de halve bol uit b). 


Een lat met lengte L en massa m ligt op een horizontaal wrijvingsloos 
plat vlak. Gedurende een zeer klein tijdsinterval At werkt loodrecht op 
de lat een kracht, ter grootte F, die de lat een impuls geeft. De kracht 


werkt op een afstand a van het zwaartepunt. 
a) Bereken de snelheid van het zwaartepunt Z. 


b) Bereken de hoeksnelheid w waarmee de lat om 


4 roteert. 


ec} Toon aan dat er op de lat een punt Q aan te 
wijzen is, dat in het begin in rust verkeert, 
Anders gezegd: dat de totale beweging die ont- 
staat (even) op te vatten is als een momentane 


draaiing om Q. Als b de afstand QZ voorstelt 
toon dan aan, dat b = ie, waarin J het traag- 


heidsmoment van de lat voorstelt (om Z). 





h5. 


De 


Q is het centrum van percussie. Zou men dit punt vasthouden, b.v. 

door er een verticale as in te bevestigen, dan zou deze as geen impuls 

“voelen! tijdens de impulsoverdracii. | | 

Van belang bij sporten als baseball, tennis, enz. Men moet de bal pro- 

beren te treffen in het percussiecentrum wil men geen onaangename impuls 

voelen in de hand die het slaginstrument vasthoudt. - 

Een plank met massa M ligt op 2 identieke homogene cylinders, elk met 

massa m en straal Pr, die over een horizontale tafel kunnen rollen. 

De assen van de cylinders zijn evenwijdig. Op de plank wordt een hori- 

zontale kracht F uitgeoefend, gericht loodrecht op de cylinderassen 

(zie figuur). 

De beweging van de plank over de cylinders en van de cylinders over 

de tafel gebeurt zonder slippen. 

a) Bewijs dat de versnelling die de plank 
krijgt onder invloed van F gelijk is aan 


UF 
LM + 3m’ 


e er 


Le st inr 
b) Bereken de component evenwijdig aan het 


tafelvlak, van de kracht die de tafel 


op Één cylinder uitoefent. 


se 


16. Twee katrollen hebben gelijke straal R en gelijke massa m. De bovenste 
ow s kan vrij roteren om een horizontale as door zijn middelpunt. 
| Er is om beide katrollen vele malen een touw gewonden en de onderste 


schijf wordt in de getekende stand (touw verticaal!) losgelaten. 


a) Bereken de lineaire versnelling van het 


zwaartepunt van de onderste schijf. 
b) Bereken de spanning in het touw. 


ec) De hoeksnelheden van beide katrollen om 


hun zwaartepunt. 


ed 


UT. Een systeem ABCD bestaat uit twee massapunten 

A en C met massa M en twee massapunten B en D 

met massa m. Ze zijn met massaloze staven AC (=2a) 

en BD (= 2a) verbonden. 

De staven delen elkaar in Z loodrecht middendoor. 

a) Geef de richting aan van de hoof dtraagheidsas- 
sen van het systeem ABCD en bereken de hoofd- 


traagheidsmomenten. 





b) Het systeem ABCD draait om een massaloze as 
P@, die door het punt Z gaat, met een constante hoeksnelheid w. 

PZ = ZQ =b. De as PQ is in zijn uiteinden door lagers gefixeerd t.o.v. 
een inertiaal stelsel, zodat PQ ruimtevast is. g = O0. 

AC maakt met PQ een hoek 5 - a) en BD staat loodrecht op PQ. 

Bereken de richting en de grootte van de impulsmomentvektor J als funktie 
van de tijd, beschouwd in het inertiaalstelsel. 


Aanwijzing: Geef eerst J in het lichaamvaste stelsel. 


c) Bereken richting en grootte van de kracht die in ieder der lagers óp de 
uiteinden Pen @Q van de as worden uitgeoefend als funktie van de tijd 
(wederom in het inertiaalstelsel) als het systeem ABCD om de as PQ 


met constante hoeksnelheid w roteert. 





bike 


18. Van twee wielen A en B (met verwaarloosbare dikte), beide met straal. 
R en massa M , zijn de draaipunten verbonden door middel van een massa- 
loze staaf (zie figuur). | 
De massa van wiel A is homogeen verdeeld 
over zijn oppervlak en die van wiel B is 
homogeen verdeeld langs zijn omtrek. 
Beide wielen kunnen rollen (zonder slippen) 
over een hellend stroef vlak (hellingshoek a; 


zie figuur). 





De wielen blijven tijdens het rollen in een 
verticaal vlak, dat loodrecht staat op het 
bovenbedoelde hellende vlak. 

De versnelling van de zwaartekracht is g. 


De wrijving in de draaipunten mag worden verwaarloosd. 


Bereken de versnelling van het systeem alsmede de reactiekrachten in de 
staaf. Td | 
Lg, | al | Een homogene rechthoekige plaat heeft met 
een massa m en zijden qa en b. De plaat is 
overal even dik. De dikte is te verwaarlozen 


t.o.v. a en Db. 


_a) Welke zijn de hoofdtraagheidsassen en hoe 
P pi groot zijn de traagheidsmomenten ten opzichte 


van het zwaartepunt van de plaat? 


b) Men roteert de plaat om een vaste as, die samenvalt met een diagonaal 
van de plaat met hoeksnelheid w. Bepaal het impulsmoment J ten opzichte 


van een lichaamsvast assenstelsel. 


c) Leid de grootte en de richting van het krachtmoment af, dat nodig is 
om de plaat met een constante hoeksnelheid w om de bovengenoemde 


draaias te doen roteren. 











de kracht die de 


WERKKOLLEGE OPGAVEN: WETTEN VAN NEWTON EN COULOMB (dr. H. Nauta). 


- 


In twee punten P en Q gd afstand van 1 km zijn twee 
deeltjes Os met een lading 






an 1 Coulomb. Hoe groot is 
ltjes op elkaar uitoefenen? Beide deeltjes 
hebben dezelfde massa. Hoe groot zou deze moeten zijn opdat de 


gravitatie-aantrekkingskracht de Coulombkracht kompenseert? 


De verbindingslijn van 3 punt ladingen Qs Q, en Q3 is een rechte. 
Gegeven: Q, en Q3 zijn positieve ladingen, | 
al k p SEE GED 
Q, 1s een negatieve lading. 
2 Q: Q Q3 
Q3 = LQ, | | 


a) Is er een plaats op de verbindingslijn Q, - Q3 aan te geven waar 
de netto kracht op Qo nul is en zo Ja, wat is dan de afstand 


Q, = Q,? 


b) Is de grootte van Q van invloed op dit resultaat? hee. 


ce) Is het eventueel bereikte evenwicht een stabiel of labiel 


evenwicht? Atm 


Een dunne glazen kom, welke de vorm heeft van een halve bol, is 
homogeen geladen. De totale lading | M 
bedraagt Q. 

Bereken de elektrische veldsterkte 


in het middelpunt M van de bol. 


Twee homogeen geladen bolletjes 
P en Q waarvan de afmetingen ver- 
waarloosbaar zijn, hebben beide 


een lading +1/3.107Î 


C en een 
massa 2 mg. 

Ze bevinden zich elk op een afstand 
van 1 m van S, de hoek PSQ (0) is 
60°. 


a) Bereken de potentiaal en de veld- 





sterkte in S. 





b) Veranderen deze waarden indien de diameter van de bolletjes 25 cm 


zou zijn? 


ee) P is gefixeer: m onder S, Q is met een gewichtloze draad van 1 m 


verbonden aan S. Wat gebeurt er met Q indien dit bolletje verder 


niet vastgehouden wordt? 


_d) fenslotte wordt een evenwichtsstand bereikt. Laat zien dat cos 0 = 3/1. 





Gegeven één proton (p) en twee e 
elektronen e‚ en e) ie sns ge \ 
ling gelijke afstanden a (zie / N 
tekening). Neem a = 1071 mn, f k \ 
de elementaire lading = | Di EN ak 

is6 x 0 2d. Ee a 
he = 9x 10” m/F. 


a) Wat is de potentiële (interaktie) energie van e, ten opzichte van 


Ì 


p als e,‚ niet aanwezig is? 


2 


b) Wat is de potentiële energie van e, ten opzichte van e, en p? 


fa 1 
c) Wat is de totale interaktie energie van dit systeem; ofwel hoeveel 


energie is nodig om deze konfiguratie tot stand te brengen? 
| ak î d d : 
Op de x-as liggen in de punten zen -— 5 de puntladingen q en -q. 
Bereken het elektrisch veld naar richting en grootte in de punten 


P op een afstand r van de oorsprong als 
1) P op de x-as ligt. 
2) P in het vlak x = 0 ligt. 


Ga na hoe de veldsterkte in de punten P wordt als r >> d is. 
Druk het veld in dit laatste geval uit in het dipoolmoment 
— > > > 

p = qd, waarbij d = de 


leken de veldlijnen die door de punten P gaan. 





_ Bereken de elektrostatische flux 


Bereken het elektrostatische veld van een homogeen geladen oneindig 
lange cilinder (ladingsdichtheid p, straal R). Ga na dat de wet van 


ve 
Gauss div E air overal geldt. 


Bereken het poteitiaalveld in de gehele ruimte en kies hierbij 


V(R) = 0. Schets de waarde van É en V als funktie van de afstand 


r tot de cilinderas. 


Een lading q is geplaatst op een 


van de hoekpunten van een kubus. 





door elk der zijvlakken. 


Probeer het volgende te beantwoorden door alleen gebruik te maken 

van symmetrie en het superpositieprincipe. 

Een halve bolschil is bezet met een uniforme oppervlaktelading 

(zie ook vraagstuk 3). We beschouwen het vlak door de rand van de halve 
bolsehal. 

Bewijs dat in punten van dit vlak binnen de randcirkel É loodrecht op 
dat vlak staat. Wat kunt u zeggen over de symmetrie van het veld, 

over É op de as van de schil en over de radiële komponent van É in 


het vlak van de randcirkel buiten de bolschil? 


Gegeven een ringvormige draad 
met een straal R, waarop homo- 
geen verdeeld een totale lading 


ä Als 





a) Hoe groot is het veld in het 
punt x = 0? Licht uw antwoord 


toe, | 


b) Bereken de veldsterkte in het 


punt P op de x-as op een afstand 1 van het centrum van de gare 
c) Bereken de potentiaal in punt P. 


d) Bereken ook uit de potentiaal de komponenten van de veldsterkte 


in X=, y= en z-richting in punt P. 


se hi se 


Er 11. Een ronde platte schijf met straal R van isolerend materiaal is homogeen 


geladen, de oppervlakteladingsdichtheid is 5. 


a) Bereken de potentiaal in een punt P op de as van de schijf, noem de 


afstand van P tot het middelpunt van de schijf x. 


b) Bereken uit de potentiaal de elektrische veldsterkte in P. 


Hoe is de veldsterkte vektor gericht? 


c) Waartoe nadert de veldsterkte in P voor R >> a? 
Op welke eenvoudige manier kunt u dit resultaat rechtstreeks ver- 


krijgen? 


X 12. Een dunne niet-geleidende staaf met lengte L draagt een totale lading 


q uniform verdeeld over de staaf. 


a) Bereken de door deze lading veroorzaakte 
potentiaal in een punt P op de middellood- 
lijn op de staaf op een afstand a van de Ù P 


as van de staaf gelegen. a 


b) Bereken met behulp van de potentiaal de 


veldsterkte E in P. 


c) Toon aan dat de verkregen uitdrukking voor L > o gelijk is aan de 


veldsterkte in P berekend met behulp van de wet van Gauss. 


Aanwijzing: een de = If x Rn x2| 


Vl + x? 


13. Twee oneindig uitgestrekte geladen platen van niet-geleidend materiaal 
zijn evenwijdig opgesteld op een onderlinge afstand van 2 m. De ladings- 


dichtheden zijn respektievelijk 8 uC/m?2 en — h uC/m* (figuur a). 
Gevraagd: 


a) Bereken het elektrisch veld 


in de gehele ruimte. 


b) Bereken de kracht op een 
puntlading in plaat 1 ten 
gevolge van de ladingen van 


plaat 2. 





c) Bereken de onderlinge aantrek- figuur a. figuur b. 


kingskracht per m2. 











1. 


er 


d) Stel dat de 2 vlakken loodrecht op elkaar staan (figuur b), geef 


ned 


dan een schets van het E veld in de kh kwadranten. 


btel dat er een tunnel dwars door het centrum van de aarde is gegraven. 


a) Laat zien dat een deeltje met 
massa m dat losgelaten wordt 
In de tunnel een harmonische 
beweging uitvoert. Stel hier- 
voor eerst de differentiaal- kg 
vergelijking op (zie vraag 1). | 
Verwaarloos alle wrijvings- 5 
krachten en neem aan dat de 
aarde een uniforme dichtheid 


p heeft. 


b) Bereken de perïode van deze harmonische oscillator. 
Hoe lang duurt het dus voordat bijvoorbeeld een zak post aan de 


andere kant is gekomen? Wat valt u op? 


c) Stel de dichtheid p = f(r). Welk effekt heeft dit op ons probleem? 


3 11 En & 


Gegeven: p = 5,5 Xx 10 kalm en G = 6,7 XxX 10 _ Nm /kg 

Een realistisch model van het H-atoom in de grondtoestand is: 

een puntlading q omgeven door een negatieve ladingsverdeling 

olr)j ee Ù „…2r/a, Hierin is a de straal van de eerste Bohr-baan. 
Hoeveel negatieve lading wordt omvat door een bol met straal r om 
de kern? Bepaal C zo, dat de totale negatieve lading in de gehele 
ruimte -q is. Welke fraktie van de negatieve lading wordt omvat 
door een bol met straal a? Bereken É op afstand a van de kern en 
vergelijk E met de doorslagveldsterkte in lucht (een vlakke konden- 
sator met plaataf stand van 1 mm in droge lucht slaat door bij een 
spanning op de kondensator van meer dan 3 KV). Gebruik bij de be- 


ht 
rekening van E: q = 1,6 x 10 ) Ösa s Db A 





16. 


Te 


ker 


20. 


ne 


De maximale veldsterkte die in een vakuum aan het oppervlak van een 


geleider bestaan kan voordat veld emissie (koude emissie) van elektronen 


optreedt, ls ongeveer ro® volt/m. Indien de oppervlaktelading die zo'n 


veld produceert negatief is, bereken dan het aantal elektronen per opper- 
vlakteeenheid en vergelijk deze met het aantal atomen per eenheid van 
oppervlakte. Vergelijk de kracht op een elektron in dit veld met die 


op een elektron dat zich bevindt op een atomaire afstand van een proton. 


Om de aarde bestaat een elektrisch veld, dat naar het middelpunt van de 
aarde gericht is. Bij het oppervlak der aarde bedraagt de elektrische 
veldsterkte 100 V/m, op 1500 m hoogte 25 V/m. Bereken de gemiddelde 


waarde van: 


a) De oppervlakteladingsdichtheid op het oppervlak der aarde in Cm. 


b) De ruimtelijke ladingsdichtheid in de atmosfeer tussen O m en 1500 m 


hoogte in C/m2. 


Neem zonodig voor de straal van de aarde 6400 km. 

Als we van een gegeven ladingskonfiguratie of de potentiaal V(r) òf 
het veld E(r) kennen, kunnen we de assemblage=-energie berekenen. 

Doe dit op beide manieren voor een homogeen geladen bol met ladings- 


diehtheid p en straal R. 


Een deeltje met massa m wordt door een gefixeerd punt met een kracht 
a k : ; ì 

van m 5 aangetrokken. In het begin bevindt zich het deeltje op een 
r 

afstand c van het gefixeerde punt en heeft de snelheid /al2ch; 

die tangentieel (loodrecht op c) gericht is. 


Laat zien dat de baanvergelijking r = c cos 68 is. 


Twee deeltjes met massa's m en M trekken elkaar aan volgens de gravitatie- 


wet. Aanvankelijk zijn zij in rust op oneindig grote afstand van elkaar. 


Laat zien dat hun relatieve ontmoetingssnelheid gelijk is aan 
id 


2G\M + m) a 1s de onderlinge afstand 
a G is de gravitatiekonstante 
Bedenk dat m v + M v = 0. 


11 EE 
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We beschouwen een bolvormige sterrenhoop (straal R,‚ totale massa M), 
waarbinnen de sterren uniform verdeeld zijn. Een ster met massa m 


bevindt zich op een afstand r ( r < R) van het middelpunt van de 


sterrenhoop. Welke kracht ondervindt deze ster tengevolge van de 


wisselwerking met de andere sterren? 
Beredeneer dat de ster in een plat vlak beweegt. Stel de bewegings- 
vergelijking voor de ster in poolkoordinaten op. 


Los deze vergelijking op voor de gevallen 

. > | . > 
a) het impulsmoment L = O, de beginsnelheid v(O) = 0. 
b) de radiële komponent van de snelheid r = 0. 


Wat is de meest realistische oplossing? Denk daarbij aan de beweging 
van de andere sterren uit de hoop. ‚ 
Op een afstand van 800 km boven de aarde wordt een satelliet in een 
baan om de aarde gebracht. Zijn beginsnelheid v staat loodrecht Op 
de voerstraal naar het middelpunt M van de aarde. De straal van de 
aarde is 6400 km en de versnelling g tengevolge van de zwaartekracht 


aan het oppervlak van de aarde is 10 m/s°. 


> eN, 
a) Bepaal v zodanig dat de satelliet een cirkelbaan gaat beschrijven. 
Hoe groot is dan zijn omloopstijd? 
Druk de energie E van de satelliet uit in g, zijn massa m en de 


straal R van zijn baan. Doe hetzelfde voor het impulsmoment Le 


b) De onder a berekende snelheid noemen we vo We beschouwen nu de 
gevallen dat de satelliet met een snelheid v= av in zijn baan 
wordt gebracht. Bepaal voor welke waarden van a de satelliet een 
gesloten baan en voor welke waarden deze een open baan doorloopt. 


Teken een baan voor a <1 ena > 1. 


e) Druk voor de gesloten banen de excentriciteit in a uit. 
Druk ook de energie, het impulsmoment en de halve lange as uit 
in Us Bs bh en He 
o ® 
Voor welke waarde van a zal de satelliet met de aarde botsen 
(of raken)? Veronderstel dat de satelliet bij de botsing zijn 
snelheid verliest, hoeveel energie wordt dan omgezet in warmte, 


deformatie-energie, enz.? 


ie 


23. Van een dubbelster (twee sterren aan elkaar gebonden door de gravitatie- 
kracht) is bekend dat hun omloopstijd om het gemeenschappelijk zwaarte 
punt 1,2 x job s bedraagt. Verder blijken hun massa's gelijk te zijn 
en is de baan een cirkel. Beide sterren hebben een snelheid van ca. 

220 km/s t.o.v. het zwaartepunt. Bereken de massa van de sterren en 
hun onderlinge afstand. | 
| p : 
2h. Een deeltje P doorloopt een 
cirkelvormige baan met straal 


R tengevolge van de aantrek- 





kingskracht die erop wordt 
uitgeoefend door een vast 
punt O op de cirkelomtrek. , 


Bewijs: 


a) dat voor de beweging van het deeltje P de perkenwet r“ô = C (konstant) 


geldt; 


b) dat de aantrekkingskracht omgekeerd evenredig is met de vijfde macht 


van de afstand OP = r. 


ND 
\ 


Een a-deeltje heteen) met een energie van 30,0 MeV wordt geschoten 


102, 45 15 


op een =kern, waarvan we aannemen dat de straal 6,00 x 10 m is. 


Neem aan dat de kernlading in de kern homogeen verdeeld is en verwaar- 





loos kernkrachten. Als het a-deeltje centraal botst, hoever dringt het 


dan in de kern door: 


Nm nn ene anna andante ae occasie hin aen na ni kind ns zi 
hd 5 De rete een eee oane 2 5 5 DE 


a) bij verwaarlozing van de elektronenwolk; 


b) aannemend dat de hele elektronenwolk zich in alle richtingen uni form 
verdeeld op een afstand van 1 x Tom m van het kernmiddelpunt; 


+. 
c) als b, doch voor een Rb ion. 


Indien de botsing niet centraal is, doch zodanig dat het a-deeltje het 


kernmiddelpunt tot op 1,00 x 10718 m nadert, wat is dan onder de 


aannamen a en b de energie van het deeltje op die kortste afstand? 








26. 
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Met welke snelheid moet men een lichaam omhoog schieten om het te 
doen ontsnappen aan het zwaartekrachtveld van de aarde? 

Wat is de ontsnappingssnelheid op de maan, als de maan vanaf de aarde 
onder een gezichtshoek van 0,5° te zien is, 3,8 x 10° meter van de 


aarde staat en een massa heeft van Er de aardmassa? 


Mars heeft een gemiddelde straal van 3400 km, de aarde 6400 km. ' 


De massa van Mars is 0,11 maal de massa van de aarde; g = 10m/s. 


aarde 
a) Bereken de verhouding van de gemiddelde dichtheden van Mars en de 


aarde. 
b) Wat is de waarde van g op Mars? 


c) Wat is de ontsnappingssnelheid op de aarde en op Mars? 


Een deeltje met lading -q en massa m beweegt in een cirkelvormige 


baan van een gefixeerde lading +Q. 


a) Bewijs dat aan de wet dat de derde macht van de straal evenredig 


is met het kwadraat van de omlooptijd 


r ee rug voldaan is. 
16ne m 
0 
Merk op dat de evenredigheidskonstante van de verhouding q/m van het 


deeltje in de baan afhangt. 


b) Hoe luidt het verband tussen r en T als de aantrekkingskracht tussen 


beide deeltjes geen Coulombkracht maar de gravitatiekracht is? 


Op grote afstand van een bolvormige atoomkern met homogene ladings- 
verdeling (totale lading Q) en straal R worden door een radium- 
preparaat a-deeltjes (lading q > O0) geëmitteerd. De massa M van de 


kern is zeer groot vergeleken met de massa m van een a-deeltje. 


a) Geef de uitdrukkingen voor het elektrisch veld E en de potentiaal 
V van de kern als funktie van de afstand tot het middelpunt van 


de kern. Maak een grafiek van de absolute waarden van deze funkties. 


ue 4 B 


m_ Ì) 


b) Maak een schets van een baan die een a-deeltje onder invloed 


er 


van de wisselwerking met de kern zal doorlopen. 


Welke waarden kan het impulsmoment. L van de a-deeltjes (EO Ws 
het middelpunt van de kern) aannemen? 


Waarom is L een behouden grootheid in dit geval? 


Bereken de kortste afstand do die een d-deeltje heeft tot het 
middelpunt van een goudkern, indien het precies in de richting 
van het middelpunt geëmitteerd is met een beginsnelheid 

B 146 X 1of m/s. Voor goud geldt Q = 79 x 1,6 x ta 2 een 


R= 9 Xx 10712 m, terwijl de lading van het a-deeltje q = 3,2 Xx jo 


27 | 


en de massa m = 6,6 x 10 ka 18. 


Toon aan dat a-deeltjes met dezelfde beginsnelheid Vo geëmitteerd 
maar niet precies in de richting van het middelpunt van de kern, 
minder dicht tot het middelpunt van de kern naderen dan de lengte 
d» berekend in onderdeel d. | 

Druk de kortste afstand d van het a-deeltje tot het middelpunt van 


de kern uit in de kinetische energie KE, , het impulsmoment L, de 


ke 
massa m en de lading q van het a-deeltje en de lading Q van de kern. 


Hoe groot is de lengte van de halve as avan debanen van de a-deeltjes 


uit onderdeel e? 
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|. Een lange, dunne, homogene lat mei massa M en lengte d hangt aan een: 
horizontale as door O0 (zie figuur) 
en oscilleert zonder wrijving, onder | | | 6, 
invloed van de zwaartekracht, als 


een fysische slinger in een verti= 


_ kaal vlak. Nd | 
a) Bereken het traagheidsmoment E | € Í 
van de lat om de as door 0. Lme 


b) Bereken de periode in van deze 





slinger voor kleine uitwijkingen. 


c) Een puntmassa M (met een evengrote | 
massa als de lat) wordt op een afstand 
x van het ophangpunt O aan de lat be- 


vestigd. Druk de periode 7 van de slinger, bestaande uit lat en punt 





f 2% E d 
k massa uit In X. rk EE B 3 
Í oe IT PER 
d) Voor welke waardeln) van £ is mo IN | 3 L B did 


o 2 “oo 


e) Geef een fysische interpretatie van het feit dat in het geval (de 


gevallen) sub d) de periode niet verandert door de aanwezigheid van 


de puntmassa. 


ec. Een slee glijdt zonder wrijving van een hellend vlak met hellingshoek a. 
Op de slee is een statief bevestigd waaraan een mathematische slinger 
hangt. De massa van deze slinger 1s m, 
de lengte /. De massa van slee en sta- 
tief samen is M, de versnelling van 


de vrije val is g. 


a) Stel dat tijdens bovengenoemde 
beweging de massa m t.o.v. de slee 
E in rust verkeert, en niet slingert. 


De slinger hangt dan zoals in de 





| figuur Is getekend. Bewijs dat dit 

| | Juist is. 

Aanwijzing: Teken in de figuur de echte krachten en de schijnkrachten 
die op de massa m werken in het systeem van de glijdende 
slee en geef hun grootte aan. 


(vervolg z.0.z.) 





b) Bereken de slingertijd (of de frekwentie) voor kleine uitwi jkingen 





| 

| c) Stel dat de wrijvingskoëfficitut van slee en hellend vlak 1 zou 
Zijn, bereken dan de hoek die de slinger, die in rust is en niet 
slingert t.o.v. de glijdende slee, maakt met de normaal op het 


hellend vlak. 


3. Een homogene massieve bol met massa m en straal R valt vertikaal Op 
een transportband die met konstante snelheid rondloopt In de zin 
zoals in de figuur is aangegeven. Vanaf het moment dat de bol in 
kontakt komt met de band treedt gedurende korte tijd At een wrijvings- 
kracht F op, waardoor de bol door de band naar rechts wordt meege- 
sleept en tevens in rotatie wordt gebracht. De bol beweegt daarna 
stationair en rolt op de band zonder te slippen. Voor een waarnemer 
die het bovenste deel van de biind naar rechts ziet lopen met, snel- 
heid Vv is dan de translatiesnelheid van het zwaartepunt van de bol u 


en de hoeksnelheid van de bol w. 


a) Formuleer voor dit geval de slipvrije-rolvoorwaarde, d.w.z. druk — 
u uit in Vv en w. hes Mt 

| u ] 

b) Bereken de getalwaarde van De 

ec) Druk de totale kinetische energie van de bol in zijn stationaire 
bewegingstoestand uit in m en U. d Bv Ì 

io 

d) Bereken de arbeid door de band verricht vanaf het ogenblik waarop 

de bol kontakt maakt met de band totdat hij slipvrij over de band 


POLL. 
Verklaar waarom deze arbeid niet gelijk is aan de in c) berekende 


kinetische energie van de bol. | kus 
4 


m 
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